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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱
❚❤✐❡rr② ▼♦r❡❛✉ ❡t ❇❡rtr❛♥ ❆✉✈❡rt ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♠✬♦✛r❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❚❤✐❡rr② q✉✐ ❛✈❛♥t ♠ê♠❡ ❧❡s ❞é❜✉ts ♦✣❝✐❡❧s ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞♦✉té ❞❡ ♠♦✐ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s ❝❡ssé t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s✱ ❛✈❡❝ t♦✉t❡ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ q✉✐ ❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡✳ ❏❡ s✉✐s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
❤♦♥♦ré❡ ❞✬êtr❡ s❛ ❞❡r♥✐èr❡ t❤és❛r❞❡ ❛✈❛♥t ✉♥❡ r❡tr❛✐t❡ q✉❡ ❥❡ ❧✉✐ s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦✉❝❡ ❡t
❛❣ré❛❜❧❡✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❇❡rtr❛♥ ♣♦✉r s❛ s②♠♣❛t❤✐❡ ❡t t♦✉s s❡s ♣ré❝✐❡✉①
❝♦♥s❡✐❧s q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡
t❡rr❛✐♥✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❜✐♦st❛t✐st✐❝✐❡♥✳
❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬é✈❛❧✉❡r
♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ▼❡r❝✐ à ❉❡♥✐s ❍é♠♦♥ ❞❡ ♠❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❝❡ ❥✉r②✳ ▼❡r❝✐ à
♠❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❏♦❤♥ ❖✬◗✉✐❣❧❡② ❡t ❘❛♣❤❛ë❧ P♦r❝❤❡r✱ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧✐r❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞❡ ♠❡ ❢❛✐r❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧❡✉r ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s✳ ▼❡r❝✐ à ❱✐r❣✐♥✐❡ ❘♦♥❞❡❛✉
❞✬❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ é✈❛❧✉❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✈✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❇✐♦st❛t✐st✐q✉❡ ❡t P❤❛r♠❛❝♦✲é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❧✬❯♥✐té ✶✶✽✶✱ q✉✐ ét❛✐t ❛❧♦rs ❧✬éq✉✐♣❡ ❇✐♦st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐té ✶✵✶✽ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♠✬❛
s✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ ❞ès ♠♦♥ st❛❣❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ▼❛st❡r✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ r❡s♣✐r❛t♦✐r❡ ❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r
q✉✐ ❛ ❧❛✐ssé ✉♥ ❣r❛♥❞ ✈✐❞❡ ❞❡rr✐èr❡ ❡❧❧❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ P❤✐❧❧✐♣♣❡ ❇r♦ët ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡
♣ré❝✐❡✉s❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é ❣r❛♥❞❡♠❡♥t à ❛tt❡✐♥❞r❡ ♠❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✜♥❛♥❝é ♠❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❡
t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡ ❙✐❞❛ q✉✐ ❛ ✜♥❛♥❝é ♠❛ ❞❡r♥✐èr❡
❛♥♥é❡✱ ♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞❡ ✜♥❛❧✐s❡r ♠❡s tr❛✈❛✉①✳
■❱
❯♥ ♠❡r❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛♥ts✳✳✳ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡
♣❛rt❛❣❡r ♠❡s r❡♣❛s ❞✉ ♠✐❞✐ ❡t q✉❡❧q✉❡s ♠✐❥✐t♦s ❞✉ s♦✐r✱ ❡t q✉✐ ♦♥t r❡♥❞✉ ❝❡s ❛♥♥é❡s s✐
❛❣ré❛❜❧❡s ✿ ❉♦r♦t❛✱ ❍❡❧❡♥❛✱ ❏✉❧✐❡tt❡✱ ▼❛r❣❛r✐t❛✱ ▼♦❤❛♠♠❡❞✱ ❋❛♥♥②✱ ❱❛❧ér✐❡✱ ❖r✐❛♥♥❡✱
▼❛rt❛✱ ▼❛r❣❛✉①✱ ❆♥♥❛❜❡❧❧❡✱ ❊♠✐❧✐❡✱ ❩❤❡♥✱ ❈❛t❤②✱ ❙❛❜r✐♥❛✱ ❙②❧✇❡st❡r✱ ❏♦♥❛t❤❛♥✱ ❨✈❡s✳✳✳
❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❡s ❛♠✐s q✉✐ ♠❡ s♦✉t✐❡♥♥❡♥t ❜✐❡♥ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ❞❡
♠✬❛✈♦✐r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✐❞é ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ✿ ▼❛ï❧②✱ ▼♦r❣❛♥✱ ●✇❡♥❛ë❧❧❡✱
❙♦r❛②❛✱ ◆❛t❤❛❧✐❡✱ ❨❛♥♥✐s✱ ▼✐❣✉❡❧✱ ❏♦ë❧✳✳✳
❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r é❣❛❧❡♠❡♥t P❛✉❧✲❊♠✐❧❡ ▼❛✐♥❣é✱ ❧✬✉♥ ❞❡ ♠❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs à ❧❛
❢❛❝✉❧té ❞❡s ❆♥t✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ●✉②❛♥❡✱ q✉✐ ❛ été ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ à ♠❡ ♠♦t✐✈❡r ♣♦✉r
♠❡ ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❝❡ ❧♦♥❣ ♣ér✐♣❧❡ q✉✬❡st ❧❛ t❤ès❡✱ ❡t q✉✐ ♥✬❛ ❝❡ssé ❞❡ s✉✐✈r❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥
❥✉sq✉✬à s♦♥ ❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t✳
▼❡r❝✐ s✉rt♦✉t ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❡t s♦♥ s♦✉t✐❡♥ s❛♥s ❢❛✐❧❧❡✳ ▼❡r❝✐ ▼❛♠❛♥
❞❡ ♥❡ ♣❛s ❤és✐t❡r à ❢❛✐r❡ ✽✵✵✵❦♠ s✐ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ♣❡✉t s✬❡♥ ❢❛✐r❡ s❡♥t✐r✳ ▼❡r❝✐ P❛♣❛ ♣♦✉r
t❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ♣ré❝✐❡✉①✳ ▼❡r❝✐ ❑❡❧❧② ♣♦✉r t❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
✓ ♣❡t✐t❡ ✔ s÷✉r✳ ▼❡r❝✐ ❨❛♥♥✐❝❦ ♣♦✉r t❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥t❛❣✐❡✉s❡✳ ❊t ❡♥✜♥ ♠❡r❝✐ à
❏éré♠② q✉✐ ♠✬❛ s✉♣♣♦rté❡✱ ❡♥❝♦✉r❛❣é❡✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧❡✱ ❡t
q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✜♥✐r ❝❡s q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ❧❡
✓ ♣❡t✐t ✔ ❝❛❞❡❛✉ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ♦✛❡rt✱ ❞♦♥t ❧❡s ❣r❛♥❞s ②❡✉① ❡t ❧❡ s♦✉r✐r❡ ♠✬❡♥❝♦✉r❛❣❡❛✐❡♥t
❛✉ss✐ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❛♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳✳✳ ❉♦♥❝ ♠❡r❝✐ à t♦✐ ❛✉ss✐ ❏❡②❧❛♥✳
❘és✉♠é
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ❛②❛♥t ✉♥ rô❧❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✐♥♦❜s❡r✈és ♦✉ ✐♥❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❝❧✐♥✐q✉❡s r❛♥❞♦♠✐sés ♦ù ❞❡✉①
❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✱ ✓ ❧✬♦✉❜❧✐ ✔ ❞❡ t❡❧s ❢❛❝t❡✉rs
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❝❡ ❜✐❛✐s ❡t ❞❡
s✉❣❣ér❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉✈❛♥t ❧❡ ré❞✉✐r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r
❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍ ♦ù ❞❡ t❡❧s ❢❛❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r✳
▲✬❡✛❡t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❡✱ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ♥✬♦♥t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♣❛s été ét✉❞✐és✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ r❡✲
♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✓ ✈r❛✐ ✔ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❛♥s ❝❡
♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✓ ♦✉❜❧✐é❡s ✔ ❡st rés✉♠é ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✓ ❢r❛❣✐❧✐té ✔ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t✳
▲❡ ❜✐❛✐s ❝❤❡r❝❤é ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ✓ ✈r❛✐ ✔ ♠♦❞è❧❡✱ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ❞é❞✉✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❈♦① ♥✬✐♥❝❧✉❛♥t ♣❛s ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
❜✐❛✐s✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ♠❛rq✉é❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❜✐♥❛✐r❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❱
❱■
❛♥tér✐❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❝♦♥✜r♠és ❡t ♣ré❝✐sés✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s s♦♥t r❡❝❤❡r❝❤é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❡st
❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❱■❍ ❡✛❡❝t✉és ❛✉♣rès ❞❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✓ ✐♥st❛❜❧❡s ✔ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ r✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❥❡✉♥❡s ♦✉ ❧❡s ♣r♦st✐t✉é❡s ❡♥
❆❢r✐q✉❡ s✉❜✲s❛❤❛r✐❡♥♥❡✳ ❈❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡
❧✐é❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❛rt❡♥❛✐r❡s s❡①✉❡❧s ❞♦♥t ❧❡ st❛t✉t ❱■❍ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐♥❝♦♥♥✉✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té ✓ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❡ ✔ ❛✉ ♠♦②❡♥
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡✢ét❛♥t ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞û à
❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❜✐❛✐s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♣❡✉t ❞❡♠❡✉r❡r ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧✬✐♥térêt
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ❡♥ ✓ ❝r♦ss✲♦✈❡r ✔ ❡st r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡ss❛✐✱ ❧❡s s✉❥❡ts
❡①❡♠♣ts ❞✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞♦♥♥é ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❱■❍✱ ❆✉✈❡rt ✫ ❛❧ ❬✷✵✶✶❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ s❝❤é♠❛
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❇✉②③❡ ✫ ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ❬✷✵✶✶❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ♦✉ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣ré❝✐sés
❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢ ♣♦✉r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♦♠✐s❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s
❡♥tr❡ ✻✵✪ ❡t ✾✵✪ ❡t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ t❡st✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝❤❡r❝❤é ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✢✉❛♥t s✉r s❛ ✈❛❧❡✉r✳
■❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❱■■
❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡t ❡st très ♣❡✉ ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ❡ss❛✐s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s✱ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✱ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❤étér♦❣é♥é✐té✱
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉❜❧✐é❡s✱ ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❱■❍✳
❱■■■
❆❜str❛❝t
■♥ s✉r✈✐✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ s♦♠❡ ♣r♦❣♥♦st✐❝ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♦r ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
■♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t✇♦ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥
t❤❡ ❈♦① ♠♦❞❡❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❜❡tt❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤✐s ❜✐❛s ❛♥❞ t♦ s✉❣❣❡st t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦✉❧❞
r❡❞✉❝❡ ✐t✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❍■❱ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ tr✐❛❧s ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❢❛❝t♦rs ❛r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❡①✐st✳
■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❲❤✐❧❡
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ♦t❤❡rs ❧✐❦❡ tr✐❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♥❡✈❡r ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❤❛③❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♥♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢r❛✐❧t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ ❛ ❝❧❡❛r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡
✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❛✐❧t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜✐♥❛r② ❢r❛✐❧t✐❡s✳ ❆❧s♦✱ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❛ ❢r❛✐❧t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
✐♥ ❍■❱ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✏✉♥st❛❜❧❡✑ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥❢❡❝t✐♦♥ r✐s❦✱ ❛s ♣r♦st✐t✉t❡s
♦r ②♦✉♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✳ ❚❤❡s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❤❡t❡r♦✲
■❳
❳❣❡♥❡✐t② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛rt♥❡r ✇❤♦s❡ t❤❡ ❍■❱ st❛t✉s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❢r❛✐❧t② ✇✐t❤ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② r❡✢❡❝t✐♥❣ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❛✐❧t② ✐s r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣✱ t❤❡ ❜✐❛s
❝❛✉s❡❞ ❜② ✐ts ♦♠✐ss✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢r❛✐❧t②✱ st❛②s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ❛ ✏st❛❜❧❡✑ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❢r❛✐❧t② ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r
t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✏❝r♦ss✲♦✈❡r✑ ✐s s❡❛r❝❤❡❞✳ ■♥ s✉❝❤ tr✐❛❧✱ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣✱ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣✳ ■♥ ❍■❱ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ tr✐❛❧s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❆✉✈❡rt ✫ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❤♦✇♥
❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✇✐t❤ ❛ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② t♦ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡s✐❣♥✱ ✉s✐♥❣
❛ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❢r❛✐❧t② ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ❇✉②③❡ ✫ ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ✭✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
s❤♦✇♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st ♦❢ t❤❡ t✇♦ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✱ ✉s✐♥❣ ❣❛♠♠❛ ♦r ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❢r❛✐❧t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜✐❛s
♦❢ t❤❡ ❤❛③❛r❞ r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r❛✐❧t②✱
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱
✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✻✵✪ ❡t ✾✵✪ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❣♥♦st✐❝ ❢❛❝t♦rs
❛r❡ s❡❛r❝❤❡❞✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✐t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr✐❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ✐s ❧✐tt❧❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛✐❧t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❑❡② ✇♦r❞s✿ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s✱ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ❈♦① ♠♦❞❡❧✱ ❢r❛✐❧t②✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ♦♠✐tt❡❞
❝♦✈❛r✐❛t❡s✱ ❍■❱ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ tr✐❛❧s✳
❱❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
❆rt✐❝❧❡s
❈é❝✐❧✐❛✲❏♦s❡♣❤ ❊✳✱ ❆✉✈❡rt ❇✳✱ ❇r♦ët P✳✱ ▼♦r❡❛✉ ❚✳✱ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ tr✐❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s
✐❣♥♦r❡❞✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✵✶✺ ✺✼ ✿ ❉❖■ ✿ ✶✵✳✶✵✵✷ ✴ ❜✐♠❥✳✷✵✶✹✵✵✵✹✻✳
❈é❝✐❧✐❛✲❏♦s❡♣❤ ❊✳✱ ❆✉✈❡rt ❇✳✱ ▼♦r❡❛✉ ❚✳✱ ❖♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❜✐♥❛r②
❢r❛✐❧t② ✐♥ ❈♦①✬s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ✿ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❊♥ ❝♦✉rs ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳
❈é❝✐❧✐❛✲❏♦s❡♣❤ ❊✳✱ ❆✉✈❡rt ❇✳✱ ▼♦r❡❛✉ ❚✳✱ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡✲
s✐❣♥s ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦✉rs ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦r❛❧❡s
❈é❝✐❧✐❛✲❏♦s❡♣❤ ❊✳✱ ❆✉✈❡rt ❇✳✱ ❇r♦ët P✳✱ ▼♦r❡❛✉ ❚✳✱ ✏■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ tr✐❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐s ✐❣♥♦r❡❞✑✱ ❏♦✉r♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❇✐♦♠étr✐❡✱ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✷✱ P❛r✐s✳
❈é❝✐❧✐❛✲❏♦s❡♣❤ ❊✳✱ ❆✉✈❡rt ❇✳✱ ▼♦r❡❛✉ ❚✳✱ ✏❖♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣
❜✐♥❛r② ❢r❛✐❧t② ✐♥ ❈♦①✬s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ✿ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
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✭♦✉ ✵✮ ❡t T0 = Tw ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✵ ✭♦✉ ✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
❳❳ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙
✺✳✾ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❛✈❡❝ eβ = 2✳ P❛r❛♠ètr❡ γ =✶✱
✶✳✺✱ ✷ ♦✉ ✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❡ss❛✐s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s r❛♥❞♦♠✐sés
❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞é❧❛✐s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡♥s✉rés✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t✱ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✳ ■❧ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♥♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❈♦①✱
❡t s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é✈✐t❡r ❝❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳
▲✬❡ss❛✐ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡ r❛♥❞♦♠✐sé ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
♦✉ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♥♦✉✈❡❛✉✭❡❧❧❡✮ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥✭❡✮ ❛✉tr❡ ❥✉❣é✭❡✮ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦✉
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ ♣❧❛❝❡❜♦✳ ■❧ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✬✉♥❡ ♠❛✲
❧❛❞✐❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♦✉ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✉❥❡ts s❛♥s ♠❛❧❛❞✐❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥térêt ❡st✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t ♦✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐ ❡t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é q✉✐ ♣❡✉t êtr❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡ ❞é❝ès✱ ❧❛ ❣✉ér✐s♦♥✱ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ♦✉
t♦✉t ❛✉tr❡ é✈è♥❡♠❡♥t ❧✐é à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❞é❝ès
❡t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥térêt✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ♣❛r r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ré♣❛rt✐r ❧❡s s✉❥❡ts✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r
✶
✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ s✉✐✈✐✱ ✉♥❡ ré♣❛rt✐✲
t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r♦♥♦st✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ q✉❡ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs s♦✐❡♥t
❝♦♥♥✉s ♦✉ ♥♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r
✉♥ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣✉t❛❜❧❡ q✉✬❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s✱ ❡t ✉♥
♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ♣r♦♥♦st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛
❧❛r❣❡♠❡♥t été r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡ ✭P❡t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮✳ ❈❡tt❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ r❡♣♦s❛✐t s✉r
❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ♥✬❡st ❣❛r❛♥t✐❡ q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡
❧✬❡ss❛✐✳ ❊❧❧❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐ s✐ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ s♦♥t ✐❣♥♦rés ❡t
♥♦♥ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s✐ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❡✣❝❛❝❡✱ ❧❡s
s✉❥❡ts ❞♦♥t ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ♣r♦♥♦st✐q✉❡s
♣rés❡♥t❡♥t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♣❧✉s tôt ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s✉❥❡ts à r✐sq✉❡ é❧❡✈é✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❛♥s ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣r♦✉♣❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r❛ît s✬❛tté♥✉❡r ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❜✐❛✐sé❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❝♦♥st❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
♣r♦♥♦st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♦♥t été ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❝❧✐♥✐q✉❡s ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♦♠✐s❡s ✭❇r❡t❛❣♥♦❧❧❡
❡t ❍✉❜❡r✲❈❛r♦❧✱ ✶✾✽✽✮✱ ♦✉ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉❜❧✐é❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭❆❜r❛❤❛♠♦✇✐❝③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❈❤❛st❛♥❣
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽ ❀ ❙❝❤♠♦♦r ❡t ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✼✮✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♠✐s❡s ❞❛♥s ❧❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✸
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛ ♣✉ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❛♥s
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓ ❢r❛❣✐❧✐té ✔ ♥♦♥ ♦❜✲
s❡r✈é r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉❜❧✐é❡s ❡t rés✉♠❡ ❧❡✉r ❡✛❡t ✭❍♦✉❣❛❛r❞✱ ✷✵✵✵✮✳ ❉❡ t❡❧s
♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❢r❛❣✐❧✐té ♦♥t été très ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❝♦♥s✐❞éré
✐❝✐✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
s✉❥❡ts ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ♦✉ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ s♦✐♥✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦♣r❡✲
♠❡♥t ❞✐t❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✱ ♥♦♥ ♣❛rt❛❣é
♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs s✉❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❆❛❧❡♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❡st✐✲
♠❛t❡✉r ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ s❡r❛ ✈✉ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♠✐s❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬❡❧❧❡s s❡ rés✉♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡
❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ s❡r❛ ✈✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡❝✉❡✐❧ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s✳ ❈❡
s❝❤é♠❛ ❡♥ ✓ ❝r♦ss✲♦✈❡r ✔ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ r❛♥❞♦♠✐sé ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡
s✉❥❡t ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ✜①é s✬✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ à r✐sq✉❡ à ❝❡
t❡♠♣s✲❧à✳ ■❧ ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝✐✲❛♣rès ✭✶✳✷✮✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❱■❍ ♦ù ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t
❞✬✐♥térêt ❡st ❧❛ sér♦❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡ss❛✐s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té
✐♥t❡r✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ r✐sq✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ❛✈érés ❝♦♠♠❡ ❧❡ st❛t✉t ❱■❍ ❞✉ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ s❡①✉❡❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❡t ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s s❡①✉❡❧❧❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐❢s ♦✉ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs
❣é♥ét✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à ♦❜t❡♥✐r✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❤étér♦❣é♥é✐té✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✺
r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s ♣❛r q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs s✬❛✈èr❡♥t s♦✉✈❡♥t ♣❡✉ ✜❛❜❧❡s✱ ❡t ✐❧s s♦♥t
❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✐❣♥♦rés ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ▲✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♠♣♦r✲
t❛♥ts ♣❡✉t êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r✱ à t♦rt✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t✳
✶✳✷ ▲❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r ✿ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ ❜✐❛✐s
▲❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r ✭●❛❧❧✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✮ ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
s✉✐✈✐ ❞❡s s✉❥❡ts ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ✜①é❡s✳ ▲❡s s✉❥❡ts s♦♥t r❛♥❞♦♠✐sés ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉
❝r✐tèr❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝❡♥s✉ré❡✱ ❡st ♠❡s✉ré❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡✳
❈❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t
❡st s♦♥ ♣r♦♣r❡ té♠♦✐♥ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✐♥t❡r✲♣❛t✐❡♥ts ❡st s✉♣♣r✐♠é❡ ❡t r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✐♥tr❛✲♣❛t✐❡♥t✱ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓ ❝r♦ss✲♦✈❡r ✔
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ♦♥❝♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛ttr✐❜✉❡r ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❥✉❣❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ❛✉① ♣❛t✐❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦♥t
❧✬ét❛t s❡ ❞étér✐♦r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❛❧♦rs ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝r♦✐sé ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❛✉ s❡♥s ♣r❡♠✐❡r ❞✉ t❡r♠❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝
❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ♣♦✉r é✈è♥❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ♥✬❛②❛♥t ♣❛s
♣rés❡♥té ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡t ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝❡♥s✉rés à ❝❡ t❡♠♣s✱
❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❖♥ ♣❡r❞ ❛❧♦rs ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✉ s✉❥❡t s❡r✈❛♥t ❞❡ té♠♦✐♥ ♣♦✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡♥
❝r♦ss✲♦✈❡r ❡st très ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ♣♦✉r é✈è♥❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥ ❧✉✐ ♣ré❢èr❡
❧❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s s✉❥❡ts s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r
s✉✐✈✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍✱ ❆✉✈❡rt
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r ♣♦✉✈❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s
s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉
t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❡♥
q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❇✉②③❡ ❡t ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ✭✷✵✶✶✮ ♦♥t ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈é ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ❝r♦ss✲
♦✈❡r✱ ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉
t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛ ♦✉ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳
■❧ s✬❛❣✐r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❡t ♣ré❝✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛✈❛✉① ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s
ét✉❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✳
✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡❝✉❡✐❧
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ♦✉ ❞✬❛tté♥✉❡r ❧❡ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt
❞❡s r✐sq✉❡s ❝❛✉sé ♣❛r ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à q✉❛♥t✐✜❡r ❝❡ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞✉ ❜✐❛✐s✱ ❡♥
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✼
❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❡ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ré❝❡♠♠❡♥t ❞é❜❛tt✉s✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦rt❡r❛ s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s
❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉
t❡♠♣s✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡ss❛✐s s✉r ❧❡ ❱■❍✱ s❡r❛ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❛
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r s❡r❛ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❝❧ôt✉r❡r♦♥t
❝❡tt❡ t❤ès❡✳
✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❆♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡t
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s
❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉❜❧✐é❡s ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛✈❡❝ ❢r❛❣✐❧✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡
❈❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❝♦♠♣❧❡t ✔ ♦ù ✜❣✉r❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s
♦♠✐s❡s✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ s♦✉✈❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡st ❛✉ss✐ r❛♣♣❡❧é❡✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ s✉❥❡t ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❛❧✲s♣é❝✐✜é✱ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐✳ ■❧
s✬❛❣✐r❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❞é❞✉✐t ❞✉ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ s✉❥❡t✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡✱ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts
s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ♦❜t❡♥✉❡ s❡❧♦♥ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳
✾
✶✵
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆PP❘❖❈❍❊❙ ❊❳■❙❚❆◆❚❊❙ ❊❚ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊❙
❈❖◆◆❯❊❙ ❉❯ ❇■❆■❙
✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♠♦❞è❧❡s
✷✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ s✉❥❡t
❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉q✉❡❧ ❧❡
s✉❥❡t ❡st ❛✛❡❝té ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♥♦té❡ x✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❞❡
s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ♥♦té T ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ C ❡st s✉♣♣♦sé ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ T s❛❝❤❛♥t x✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥t✱
❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ z
♥♦♥✲♦❜s❡r✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t i✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st
❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
λ(t|zi, xi) = λ0(t)eβxi+αzi ,
♦ù λ0(t) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♥♦♥ s♣é❝✐✜é❡✱ β ❡t α s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞✬❤étér♦❣é♥é✐té✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❡t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ zi ❡st
s✉♣♣♦sé❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ✭❈❤❛st❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽ ❀ ❙❝❤♠♦♦r ❡t ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱
✶✾✾✼✮✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥t ♣❛r❢♦✐s été ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
✭❆❜r❛❤❛♠♦✇✐❝③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ q✉✐ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té q✉✐ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s s✉✐✈r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ à ❧❛
❢r❛❣✐❧✐té t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t i✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
λ(t|wi, xi) = λ0(t)wieβxi , ✭✷✳✶✮
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♦ù wi ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s zi ❡t wi s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t xi✳
✷✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡s ♠❛r❣✐♥❛✉①
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♣♦✉r
✉♥ s✉❥❡t i ♣❛r ✿
Su(t|xi) =
ˆ ∞
−∞
{S0(t)}exp(βxi+αzi) f(zi)dzi,
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈é❡✱ ❡t ♣❛r ✿
Su(t|xi) =
ˆ ∞
0
{S0(t)}wiexp(βxi) f(wi)dwi,
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❢r❛❣✐❧✐té✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡
✐♥st❛♥t❛♥é à ❧❛ ❢♦✐s ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❊♥
é❝r✐✈❛♥t ✿
Su(t|xi) = Lw {Λ0(t)exp(βxi)} ,
♦ù Lw(s) ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ w ❡♥ s ❡t Λ0(t) ❧❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é ❞❡ ❜❛s❡
❞❡ T ✱ ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭❆❛❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ✿
E(wi|T > t, xi) = −L
′
w {Λ0(t)exp(βxi)}
Lw {Λ0(t)exp(βxi)} ,
♦ù L′w(s) ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ Lw(s)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿
λu(t|xi) = λ0(t)eβxiE(wi|T > t, xi). ✭✷✳✷✮
✶✷
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■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜①❡ ❞✉ r✐sq✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡
❛✉ s✉❥❡t ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ w ❝❤❡③ ❧❡s s✉r✈✐✈❛♥ts✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❡t ❞❡ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦té❡s λ(r)u (t) ❡t S
(r)
u (t)✳
✷✳✶✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧
◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ♠❛❧✲s♣é❝✐✜é ♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❡st ✐❣♥♦ré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥
s✉❥❡t i ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
λm(t|xi) = λ0(t)eβmxi . ✭✷✳✸✮
❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βm q✉✐ s❡r❛ ❡st✐♠é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✐✛èr❡ ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t β ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s
r✐sq✉❡s ❡st ❡st✐♠é s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✮ ♣❛r ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳
✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡
✷✳✷✳✶ ▲✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❜✐❛✐s
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭❊▼❱✮ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❈♦① q✉❛♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♠❛❧ s♣é❝✐✜é ❛ été ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❙tr✉t❤❡rs ❡t ❑❛❧❜✢❡✐s❝❤ ✭✶✾✽✻✮✳
❊❧❧❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r
❇r❡t❛❣♥♦❧❧❡ ❡t ❍✉❜❡r✲❈❛r♦❧ ✭✶✾✽✽✮ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡
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❞❡ ❈♦① ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♦♠✐s❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♣✉✐s ♣❛r ▲✐♥
❡t ❲❡✐ ✭✶✾✽✾✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉✈❛✐t ❞✐✛ér❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛ été ♣ré❝✐sé❡
♣❛r ❙❝❤♠♦♦r ❡t ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✭✶✾✾✼✮ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛✐t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡✉① ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ s❡r❛✐t ♦♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡
❝♦♠♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ β∗m ❞❡
❧✬❊▼❱ βˆm ❞❡ βm ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
ˆ ∞
0
y¯(0)(t)y¯(1)(t)
y¯(0)(t) + y¯(1)(t)eβm
[
λ(1)u (t)− eβmλ(0)u (t)
]
dt = 0 ✭✷✳✹✮
♦ù y¯(r)(t) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ s✉❥❡t s♦✐t à r✐sq✉❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ ❛✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r✳ ❙♦✐t C(t|x = r) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡
❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r✱ ❛❧♦rs ✿
y¯(r)(t) = P (x = r)S(r)u (t)(1− C(t|x = r)).
❯♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❝❛❧❝✉❧é s♦✉s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
U(βm) =
n∑
i=1
ˆ ∞
0
(
xi − n1(t)e
βm
n0(t) + n1(t)eβm
)
dNi(t),
q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ ✿
U(βm) =
n∑
i=1
ˆ ∞
0
n0(t)n1(t)
n0(t) + n1(t)eβm
(
xi
n1(t)
− (1− xi)e
βm
n0(t)
)
dNi(t), ✭✷✳✺✮
♦ù nr(t) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉❥❡ts à r✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r ❛✉ t❡♠♣s t✱
❡t Ni(t) := 1{Ti≤t,δi=1}. ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✷✳✹✮ ♥✬❡st ❛✉tr❡
✶✹
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q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝♦r❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡
❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞é✜♥✐ ♣❛r λ(r)u (t)✱ r = 0, 1✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❙tr✉t❤❡rs ❡t ❑❛❧❜✢❡✐s❝❤ ✭✶✾✽✻✮ ❛✈❛✐❡♥t ❝♦♥❝❧✉ ❞❡
❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞é❞✉✐t
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ s✉❥❡t✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ét❛✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈é❡✳
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s
r✐sq✉❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ♠❛r❣✐♥❛✉① λ(r)u (t) ❞❛♥s ✭✷✳✹✮ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① r✐sq✉❡s ✐♥st❛♥t❛♥és
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡ βm ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧✬❊▼❱ βˆm ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳
P♦✉r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬♦✉❜❧✐ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❈♦①✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✭✷✳✹✮ s♦♥t ❞♦♥♥és
♣❛r ✭❙❝❤♠♦♦r ❡t ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❀ ✶✾✾✼✮ ✿
y¯(r)(t) = P (x = r) {(1− p)S(t|xi = r, zi = 0) + pS(t|xi = r, zi = 1)} {1− C(t)}
❡t
λ(r)u (t) =
(1− p)λ (t|xi = r, zi = 0)S (t|xi = r, zi = 0) + pλ (t|xi = r, zi = 1)S (t|xi = r, zi = 1)
(1− p)S (t|xi = r, zi = 0) + pS (t|xi = r, zi = 1) .
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆PP❘❖❈❍❊❙ ❊❳■❙❚❆◆❚❊❙ ❊❚ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊❙
❈❖◆◆❯❊❙ ❉❯ ❇■❆■❙ ✶✺
✷✳✷✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊▼❱
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
√
n
(
βˆm − β∗m
)
❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ③ér♦ ❡t
❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ✓ s❛♥❞✇✐❝❤ ✔ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✷✳✷ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs V ∗ = W (β∗m)/i(β
∗
m)
2 ✭▲✐♥ ❡t ❲❡✐✱ ✶✾✽✾ ❀ ❙❝❤♠♦♦r ❡t
❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✼✮✱ ♦ùW (β∗m) ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ s❝♦r❡ ❡t
i(β∗m) ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
❞✐✈✐sé ♣❛r n✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
W (β∗m) =
ˆ ∞
0
y¯(0)(t)y¯(1)(t)
[y¯(0)(t) + y¯(1)(t)eβ∗m ]
2
[
y¯(0)(t)λ(1)u (t) + e
2β∗m y¯(1)(t)λ(0)u (t)
]
dt
i(β∗m) =
ˆ ∞
0
y¯(0)(t)y¯(1)(t)eβ
∗
m
[y¯(0)(t) + y¯(1)(t)eβ∗m ]
2
[
y¯(0)(t)λ(0)u (t) + y¯
(1)(t)λ(1)u (t)
]
dt.
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈r❛✐❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥✲
♥❡❧s✱ W (β∗m) = i(β
∗
m) ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à i(β
∗
m)
−1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❊▼❱✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♠❛❧ s♣é❝✐✜é✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st
❝❛❧❝✉❧é❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✓ s❛♥❞✇✐❝❤ ✔ V ∗ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❝❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✐♥❝♦rr❡❝t✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ βˆm ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ❢r❛❣✐❧✐té ♦♠✐s❡✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✶✻
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆PP❘❖❈❍❊❙ ❊❳■❙❚❆◆❚❊❙ ❊❚ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊❙
❈❖◆◆❯❊❙ ❉❯ ❇■❆■❙
✷✳✸ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❇r❡t❛❣♥♦❧❧❡ ❡t ❍✉❜❡r✲❈❛r♦❧ ✭✶✾✽✽✮ s❡ s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ très ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❡♥✲
tr❛î♥❛✐t ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❝❧✉s❡s✱ q✉✐ ❡①✐st❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♠✐s❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ P✉✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ✈✐❡♥♥❡♥t ♣ré❝✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥
ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❡ss❛✐s r❛♥❞♦♠✐sés ❝♦♠♣❛r❛♥t ❞❡✉①
❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈✐❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té✱ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ❞✉ ❜✐❛✐s ♦♥t été ✐❞❡♥t✐✜és✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ●❛✐❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮
♦♥t ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❈❤❛s✲
t❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮ ♦♥t ❡✛❡❝t✉é ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr❡
❧❡ ❜✐❛✐s ❡t ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐é à ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡
♦✉❜❧✐é❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜s❡r✈é❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st r❡tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮ ❡t ❙❝❤♠♦♦r ❡t ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✭✶✾✾✼✮ s✬✐♥tér❡s✲
s❛♥t ❛✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
❚♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥st❛t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s✉❥❡ts ✓ ❢r❛❣✐❧❡s ✔
s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜✐❛✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✳✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✲
✈❛✐❧✱ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳
◆♦t♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦❜s❡r✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈❤❛st❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❡st ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛✉ss✐
é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❜✐❛✐s ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆PP❘❖❈❍❊❙ ❊❳■❙❚❆◆❚❊❙ ❊❚ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊❙
❈❖◆◆❯❊❙ ❉❯ ❇■❆■❙ ✶✼
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ ❙❝❤♠♦♦r ✫ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✭✶✾✾✼✮ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❛✉sé ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬ét❛♥t q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
s✉r❡st✐♠é❡✳ ❆✉ss✐✱ ▲❛❣❛❦♦s ✫ ❙❝❤♦❡♥❢❡❧❞ ✭✶✾✽✹✮ s❡ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés à
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❞✉
s❝♦r❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❇❡t❡♥s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ♦♥t ❝♦♥✜r♠é
❝❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r
✉♥ ❡ss❛✐ ré❡❧ ❡♥ ♦♥❝♦❧♦❣✐❡✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡s
♣❛t✐❡♥ts✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ▲✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ❝❛✉sé ♣❛r ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✱ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s r❛♥❞♦♠✐sés ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s✳
✶✽
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆PP❘❖❈❍❊❙ ❊❳■❙❚❆◆❚❊❙ ❊❚ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊❙
❈❖◆◆❯❊❙ ❉❯ ❇■❆■❙
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡
❜✐❛✐s ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ♥♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❢❛❝t❡✉rs q✉✐ ♦♥t été ✐❞❡♥t✐✜és ❡t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛rt✐❝❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭➓✷✳✸✮✳ ❆✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡
❞❡ ❧✬❡ss❛✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✭❳✉ ✫ ❖✬◗✉✐❣❧❡② ❀
✷✵✵✵✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①
s❡r❛✐t ❡♥ ré❛❧✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✉t✐❧✐sé✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
✓ ✈r❛✐s ✔ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ét✉❞✐é ✐❝✐✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡✈r❛✐t
❛✈♦✐r ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡r❛✐t ✈❡rs ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s r✐sq✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❧❡ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s
✐ss✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st
❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st
❞✬❛❜♦r❞ ♣ré❝✐sé❡✱ ♣✉✐s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣❛r
✶✾
✷✵
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ■◆❋▲❯❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❉❯❘➱❊ ❉❊ ▲✬➱❚❯❉❊ ❙❯❘ ▲❊ ❇■❆■❙ ❊❚
■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆
❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳
✸✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ tr♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❣❛♠♠❛✱ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡
❡t ❜✐♥❛✐r❡✳
✸✳✶✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛♠♠❛
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛♠♠❛ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r (0,∞) ♣❛r ✿
f(x, k, θ) =
xk−1e−x/θ
Γ (k)θk
,
❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ k ❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ θ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧s
s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té s♦✐❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à ✶ ❡t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ϕ ✜①é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ k = 1/ϕ ❡t θ = ϕ✳ P♦✉r
ϕ = 1✱ ♦♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛♠♠❛ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ϕ✳
❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé❡ é❣❛❧❡ à ✶ ✭❆❛✲
❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ wi ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✱ ❧❡ s✉❥❡t i s❡r❛ ♠♦✐♥s
❢r❛❣✐❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢r❛❣✐❧❡✱ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❡st ❛❧♦rs q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ϕ✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ♠❛♥✐❛❜✐❧✐té✳ ❆✉ss✐✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥térêt✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❆❜✲
❜r✐♥❣ ❡t ❱❛♥ ❉❡r ❇❡r❣ ✭✷✵✵✼✮ ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s q✉❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s s✉r✈✐✈❛♥ts ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛♠♠❛✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞é✜♥✐❡ s✉r (0,∞) ❡t ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ✓ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ✔ ❡♥ ✵ ❛✈❡❝ ✉♥
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ■◆❋▲❯❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❉❯❘➱❊ ❉❊ ▲✬➱❚❯❉❊ ❙❯❘ ▲❊ ❇■❆■❙ ❊❚
■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ✷✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛♠♠❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ϕ✳
✷✷
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ■◆❋▲❯❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❉❯❘➱❊ ❉❊ ▲✬➱❚❯❉❊ ❙❯❘ ▲❊ ❇■❆■❙ ❊❚
■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆
❡①♣♦s❛♥t −∞ < ρ < ∞✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❡❧❧❡r ✭✶✾✼✶✱ ➓❱■■■➲✽✮✳ P❛r♠✐ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♥♦r♠❛❧❡
tr♦♥q✉é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞é♣❡♥❞❛✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢r❛❣✐❧✐té ✭❑❡✐❞✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳
✸✳✶✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧❡
❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s µ ❡t σ2 s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
log(X) s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ µ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r (0,∞) ♣❛r ✿
f(x, µ, σ2) =
1
xσ
√
2pi
exp
(
−(log(x)− µ)
2
2σ2
)
.
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s t❡❧s q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té s♦✐❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à ✶ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r V ✜①é❡✳
❆✐♥s✐✱ µ = −log(V + 1)/2 ❡t σ2 = log(V + 1)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ V ✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ♦✉❜❧✐é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ✐❧ ❡st ✉s✉❡❧ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡
❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡
♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳
✸✳✶✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té wi ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 1 ♦✉ eγ ❛✈❡❝ ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés p ♦✉ 1 − p✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù γ = 1✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ log(W ) s✉✐t
❛❧♦rs ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ■◆❋▲❯❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❉❯❘➱❊ ❉❊ ▲✬➱❚❯❉❊ ❙❯❘ ▲❊ ❇■❆■❙ ❊❚
■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ✷✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ V ✳
✷✹
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ■◆❋▲❯❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❉❯❘➱❊ ❉❊ ▲✬➱❚❯❉❊ ❙❯❘ ▲❊ ❇■❆■❙ ❊❚
■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆
✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ γ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧❛
s✉r✈✐❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r γ = 1✳
✸✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞é❝❧✐♥é❡ ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s
❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ♠♦♥tré❡ ♣❛r ❳✉ ❡t ❖✬◗✉✐❣❧❡② ✭✷✵✵✵✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♠❛❧✲s♣é❝✐✜é ♦ù ❧❡ ✈r❛✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ exp(β∗m) ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮
❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❊♥
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s λ(1)u (t)/λ
(0)
u (t) s♦✐t é❣❛❧ à exp(βm) à ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s
t✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛✐t r❡q✉✐s s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✮ ét❛✐t ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡✱ s❛ ✈❛❧❡✉r s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é❡
♣❛r
´∞
0
λ
(1)
u (t)dt/
´∞
0
λ
(0)
u (t)dt = exp(βm)✳ ❊♥ ♣♦♥❞ér❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣♦✐❞s z(t)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
ˆ ∞
0
z(t)λ(1)u (t)dt =
ˆ ∞
0
eβmz(t)λ(0)u (t)dt,
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t z(t) = y¯(0)(t)y¯(1)(t)/
(
y¯(0)(t) + y¯(1)(t)eβm
)
✳
▲❡s ♣♦✐❞s z(t)✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ βm✱ ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❡
❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t q✉✐ s✉✐t s♦✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸✮
♦✉ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❡t ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛♠♠❛✱ ▲♦❣✲◆♦r♠❛❧❡ ♦✉ ❜✐♥❛✐r❡✳ ■❧
❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s z(t) ❞✐♠✐♥✉❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈❡rs ③ér♦✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s r✐sq✉❡s ♣ré❝♦❝❡s ♦♥t ♣❧✉s
❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ β∗m q✉❡ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s r✐sq✉❡s t❛r❞✐❢s✳
❯♥❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡
❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ s❝♦r❡ U(βm) ❞❛♥s ✭✷✳✺✮✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲❡ ♣♦✐❞s z(t) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡s ✷ ❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r ❧❡s
❢r❛❣✐❧✐tés ❣❛♠♠❛✱ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❜✐♥❛✐r❡✱ eβ = 2✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳
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♣♦✉r ✉♥ s✉❥❡t i ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✶ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✵✮ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t Yi(t) ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ st❛t✉t ✓ à r✐sq✉❡ ✔ ❞✉ s✉❥❡t i ❛✉ t❡♠♣s t✱ ♦♥ ❛ ✿
xiE {dNi(t)|Ft− ; xi = 1} = xiλ(1)u (t)Yi(t)dt,
❡t
(1− xi)E {dNi(t)|Ft− ; xi = 0} = (1− xi)λ(0)u (t)Yi(t)dt,
♦ù Ft− ❡st ❧❛ s✐❣♠❛✲❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ♣❛ssé ❥✉sq✉✬à t−✱ ❡t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ s❛❝❤❛♥t (Ft−) ❡st s♦✉s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✮✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉✬❡♥ s♦♠♠❛♥t s✉r i ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
λ
(r)
u (t) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ λu(t|xi = r) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts i q✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❣r♦✉♣❡ r✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❛✉ t❡♠♣s t ❡♥tr❡ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ✶ ❡t ✵ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿
λ
(1)
u (t)
λ
(0)
u (t)
=
∑
i xiE {dNi(t)|Ft− ; xi = 1} /n1(t)∑
i(1− xi)E {dNi(t)|Ft− ; xi = 0} /n0(t)
.
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt s♦✐t ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t é❣❛❧ à exp(βm)
❝♦♠♠❡ st✐♣✉❧é ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✮✱ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r t ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣♦♥❞éré ♣❛r ❧❡s
♣♦✐❞s w(t)✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ✿
ˆ ∞
0
w(t)
∑
i
xiE {dNi(t)|Ft− ; xi = 1} /n1(t)
− eβm
ˆ ∞
0
w(t)
∑
i
(1− xi)E {dNi(t)|Ft− ; xi = 0} /n0(t) = 0.
❊♥✜♥✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t w(t) = n0(t)n1(t)/ [n0(t) + n1(t)exp(βm)]✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ s❝♦r❡ U(βm) s❛❝❤❛♥t (Ft−)✱ q✉✐ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✭✷✳✸✮✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳
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❳✉ ❡t ❖✬◗✉✐❣❧❡② ✭✷✵✵✵✮ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡
βm ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s s♦✐t ♣r♦❝❤❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ❛✉t❡✉rs à ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿
β(t) = log
{
λ
(1)
u (t)
λ
(0)
u (t)
}
,
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ✭✷✳✹✮ ❛✉t♦✉r ❞❡
βm = β(t) ❝♦♥❞✉✐t à ✿
ˆ ∞
0
v(t)
{
y¯(1)(t)λ(1)u (t) + y¯
(0)(t)λ(0)u (t)
}
(β(t)− βm) dt = 0
❛✈❡❝
v(t) =
y¯(0)(t)y¯(1)(t)eβ(t)
{y¯(0)(t) + y¯(1)(t)eβ(t)}2 .
■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ β∗m ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧ à ✿
´∞
0
v(t)
{
y¯(1)(t)λ
(1)
u (t) + y¯(0)(t)λ
(0)
u (t)
}
β(t)dt
´∞
0
v(t)
{
y¯(1)(t)λ
(1)
u (t) + y¯(0)(t)λ
(0)
u (t)
}
dt
,
q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ β(t) ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s v(t)✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❡st ♣ré❢éré à s♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞✬❛♣rès ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s
♠❛r❣✐♥❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ exp(βm)
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ❊❧❧❡s ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
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✸✳✸ ❘❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉①
❉✬❛♣rès ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✷✮ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡st é❣❛❧ à ✿
RR(t) = eβ
E (wi|T > t, xi = 1)
E (wi|T > t, xi = 0) .
P♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ✶ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ϕ✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❢r❛❣✐❧✐té s❛❝❤❛♥t T > t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
E (wi|T > t, xi) = 1
1− ϕeβxilog (S0(t)) .
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿
E (wi|T > t, xi) = pe
γS0(t)
exp(γ+βxi) + (1− p)S0(t)exp(βxi)
pS0(t)exp(γ+βxi) + (1− p)S0(t)exp(βxi) .
P♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
❡①♣r✐♠é s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✹✱ ✸✳✺ ❡t ✸✳✻ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r✲
❣✐♥❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❣❛♠♠❛✱ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ❡t
❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r γ = 1 ♦✉ 2✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t eβ = 2✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❞✐♠✐♥✉❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❡st
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st é❧❡✈é❡✳ ❆✉ss✐✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té
❣❛♠♠❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s t❡♥❞ ✈❡rs ✶ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ t❡♥❞ ✈❡rs
✵✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❡✛❡t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❤❡③ ❧❡s s✉r✈✐✈❛♥ts s✬❡st♦♠♣❡ ❥✉sq✉✬à ❞❡✈❡♥✐r
♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧✳ P♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥❞r❡ ♠❛✐s ❧❡
r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❛tt❡✐♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶✳✸✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❞✐♠✐♥✉❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉
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❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♣✉✐s ré❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ t❡♥❞
✈❡rs ✵✱ ❥✉sq✉✬à s❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✳ P❧✉s ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣ré❝♦❝❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ♣❧✉s
é❧❡✈é ♣♦✉r γ = 1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à γ = 2 ❡t ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❡t ❛❧✳
✭✶✾✽✼✮ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡ s♦✉s
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉❜❧✐é❡✱ ❡t ♣❛r ❆❛❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té
❣❛♠♠❛✳
▲❛ r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ s✉✐✈✐ ❡st ❝❡♥sé❡ ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
❞❡s s✉❥❡ts ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♣❧✉s ✓ ❢r❛❣✐❧❡s ✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉①
❛②❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té é❣❛❧❡ à eγ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡✱ ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ♣ré✲
s❡♥t❡r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝♦❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✶ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t
❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✵✳ ❈❡❧❛ ❝ré❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡♥tr❛î♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡✱ q✉❛♥❞ ❧❛ s✉r✈✐❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s s✉❥❡ts ❧❡s
♠♦✐♥s ✓ ❢r❛❣✐❧❡s ✔✱ ❞♦♥❝ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❡ ✶✱ t❡♥❞ ✈❡rs ✶✱ ❡t ❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t
❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s t❡♥❞ ❛❧♦rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡rs ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❧✬✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳
❉✬❛♣rès ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦♥
♣❡✉t ❛♥t✐❝✐♣❡r ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ exp(βm) ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❘❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡t ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ϕ✱ eβ = 2✳
✸✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭✓ ❇❘ ✔✮✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r
(exp(β∗m)− exp(β)) /exp(β)✱ ❡st ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ P❧✉s✐❡✉rs
❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ♣♦sé❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡
❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❡t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳
▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✵✳✷✱ ✵✳✺✱ ✶✱ ✶✳✺ ♦✉ ✷✳ ▲❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ γ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡ ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✶✱ ✶✳✺✱ ✷ ♦✉ ✸✱ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ✈❛✉t
✵✳✶✱ ✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺ ♦✉ ✵✳✾✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ é❣❛❧ à ✶ ❡t ✉♥ ❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t é❣❛❧ à ✶✳✺✱ ✷ ♦✉ ✷✳✺✳
❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✜①é à ✶ ❡t
✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ k ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✶✳✺✱ ✷ ♦✉ ✷✳✺✳
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❘❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡t ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té V ✱ eβ = 2✳
s✉r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s s✉❥❡ts s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ t❡♠♣s ❥✉sq✉✬à ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é T0✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡
t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ Tw ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré
❞❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s r❛♥❞♦♠✐sés✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡st ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
(Tw − T0, Tw)✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ C(t) = 1 ♣♦✉r t > Tw ❡t ✭✷✳✹✮ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡
Tw✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥
r❡❢♦r♠✉❧❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✿
ˆ Tw
0
(Tw − t))
T0
P (x = 0)S
(0)
u (t)P (x = 1)S
(1)
u (t)
P (x = 0)S
(0)
u (t) + P (x = 1)S
(1)
u (t)eβm[
λ(1)u (t)− eβmλ(0)u (t)
]
dt = 0. ✭✸✳✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❘❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡t ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❛✈❡❝ γ = 1 ♦✉ 2✱ eβ = 2✳
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■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ✸✸
❚r♦✐s ❝❛s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✿ T0 = Tw✱ T0 = Tw/2✱ ❡t T0 = Tw/4✳
■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ Tw ❞✐✛èr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡
❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✼✱ ✸✳✽ ❡t ✸✳✾ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❇❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ✷ ❡t ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✶✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢r❛❣✐❧✐tés
❣❛♠♠❛✱ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❜✐♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ γ = 1✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ κ t❡❧ q✉❡ ✿
κ =
Tw
Me´diane de survie
,
♦ù ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ❞é❧❛✐
❞✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡t κ ✈❛✉t ✵✳✺✱ ✶✱ ✷✱ ✹✱ ✻ ♦✉ ✽✳ ▲❡
❜✐❛✐s ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ Tw ❞♦♥♥é❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à Tw✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s r❛♣♣♦rts
❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❥♦✉❛♥t s✉r ❝❡tt❡ s✉r✈✐❡✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦♠♠❡ é❝❤❡❧❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ❡t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt κ ❛ été ♣ré❢éré ❝♦♠♠❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡
❞✬ét✉❞❡ ♣r♦♣r❡✳
P♦✉r ❧❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❇❘ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❡t s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱
T0 = Tw✱ ❡t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ϕ ♦✉ V ✱ ♦✉ p✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r κ✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✼✱ ✸✳✽ ❡t ✸✳✾ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❧❡ ❇❘
❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦✉r
✸✹
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❧❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞♦♥♥é❡
❡t ♣♦✉r ❧❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ✐❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡ ✐❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ❥✉sq✉✬à
p = 0.5 ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ q✉✐
s✬❛rrêt❡ à Tw = 2 ∗me´diane de survie✱ ❧❡ ❇❘ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✹✳✼✪ ♣♦✉r ϕ = 0.2 à ✷✺✳✵✪ ♣♦✉r
ϕ = 2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛✱ ❞❡ ✹✳✷✪ ♣♦✉r V = 0.2 à ✶✺✳✾✪ ♣♦✉r V = 2
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✱ ❡t ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ✺✳✽✪ q✉✬✐♠♣♦rt❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p
♣♦✉r ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞é♣❡♥❞ ❛✉ss✐ ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ré❣✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ κ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té
❞✐♠✐♥✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✼ ❡t ✸✳✽✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡ ❡t
♣♦✉r ✉♥ κ ❞♦♥♥é✱ ❝❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ✶ à ✵✳✺ ♣✉✐s
❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s q✉✐ r❡st❡♥t ♠♦❞éré❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ s❡✉❧❡s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ ♦♥t été r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✸✳✾✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞♦♥♥é❡ ♦✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p
❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ❜✐❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❞é❞✉✐t ❞❡
κ ❞✐♠✐♥✉❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♦✉ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r p✳
❉✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ✭✜❣✉r❡
✸✳✶✵✮ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡
❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✵ ❡t ✸✳✶✶✱ ❧❡s ♠ê♠❡s
t❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞✉ ❜✐❛✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♦✉ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ p✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡t
❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t eβ✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❇❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ t❡♠♣s
❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s s✉❥❡ts T0 ❡st é❣❛❧ à Tw/2 ♦✉ Tw/4 s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✳ ▲❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ϕ✱ ❛✈❡❝ eβ = 2✳ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té V ✱ ❛✈❡❝ eβ = 2✳ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡✳
✸✻
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t p✱ ❛✈❡❝ eβ = 2 ❡t γ = 1✳ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ ❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡✳
❝♦✉r❜❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù T0 = Tw✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡
é❣❛❧❡ à Tw ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t Tw/k ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✱ ❛✈❡❝ k = 2 ♦✉ 4✳ ❯♥ t❡❧ s❝❤é♠❛ ❞❡
❝❡♥s✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s ❡✛❡ts ✐♥❞és✐r❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♠é❞✐❝❛♠❡♥t s♦♥t
❛tt❡♥❞✉s ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ s❡r❛✐t
♣❧❛♥✐✜é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ t❡♥❞❡♥t à êtr❡ ♣❧✉s
❝♦✉rt ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♦ù ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st é❣❛❧❡ à Tw/k✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ k
❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✭❆♥♥❡①❡ ❇✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
♣❧✉s tôt ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❜✐❛✐s s♦♥t
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❆
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ k = 2, 4 ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
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r❡st❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♥ ♦♥❝♦❧♦❣✐❡ ♣✉❜❧✐és ❡♥ ✷✵✶✵ ♦♥t été r❡♣r✐s✳
✸✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✿ ❧✬❡ss❛✐ ❈❆▲●❇ ✾✻✸✸
▲❛ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ❛❞❥✉✈❛♥t❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡ss❛✐s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥✲
tr❡r s♦♥ ❜é♥é✜❝❡ s✉r ❧❛ s✉r✈✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝❤❡③ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ rés❡❝t✐♦♥ ❝❤✐r✉r❣✐✲
❝❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❝❡r ❜r♦♥❝❤✐q✉❡ ♥♦♥ à ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✭❈❇◆P❈✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
❡st ❛✈éré❡ ❝❤❡③ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛✉ st❛❞❡ ■■ ❡t ■■■❆ ❈❇◆P❈✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞✐s❝♦r❞❛♥ts
❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s s✉❥❡ts ❛✉ st❛❞❡ ■❇ ✭❙tr❛✉ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙❛♥❣❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳
▲✬❡ss❛✐ ❈❆▲●❇ ✭✓ ❈❛♥❝❡r ❛♥❞ ▲❡✉❦❡♠✐❛ ●r♦✉♣ ❇ ✔✮ ✾✻✸✸ ❛ ❞é❜✉té ❡♥ ✶✾✾✻ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ❛❞❥✉✈❛♥t❡ ✭♣❛❝❧✐t❛①❡❧✴❝❛r❜♦♣❧❛t✐♥✮ s✉r ❧❛ s✉r✈✐❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ s✉❥❡ts✳ ■❧ ✐♥❝❧✉t ✸✹✹ ♣❛t✐❡♥ts ❛②❛♥t s✉❜✐t ✉♥❡ ❧♦❜❡❝t♦♠✐❡
♦✉ ✉♥❡ ♣♥❡✉♠❡❝t♦♠✐❡✳ ■❧s s♦♥t r❛♥❞♦♠✐sés ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ✹ à ✽ s❡♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ rés❡❝t✐♦♥ ✿ ✶✼✸ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s✉❜✐ss❛♥t ❧❛ ❝❤✐♠✐♦✲
t❤ér❛♣✐❡ ❛❞❥✉✈❛♥t❡ ❡t ✶✼✶ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ té♠♦✐♥✳ ▲❛ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✈❡✐♥❡✉s❡ ❞❡ ♣❛❝❧✐t❛①❡❧ ✷✵✵♠❣✴♠➨ ❞✉r❛♥t ✸ ❤❡✉r❡s✱ ❡t ❞❡ ❝❛r❜♦♣❧❛t✐♥ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✻♠❣✴♠▲ ♣❛r ♠✐♥✉t❡ ♣❡♥❞❛♥t ✹✺ à ✻✵ ♠✐♥✉t❡s t♦✉t❡s ❧❡s ✸
s❡♠❛✐♥❡s à ré♣ét❡r ✹ ❢♦✐s✳
❊♥ ✷✵✵✹✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉✐✈✐ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ✸✹ ♠♦✐s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♦♥t ♠♦♥tré
q✉❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ❛❞❥✉✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣✲
♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ✵✳✻✷ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❬✵✳✹✹✲✵✳✾✽❪ ✭❙tr❛✉ss ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ✷✵✵✼✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉✐✈✐ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ✺✹ ♠♦✐s✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥❡
♠♦♥tr❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❡ r❛♣✲
♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♦❜t❡♥✉ ét❛✐t ❞❡ ✵✳✽✵ ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❬✵✳✻✵✲✶✳✵✼❪
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♦✉ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❛✈❡❝ eβ = 1.5
♦✉ 2.5✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ■◆❋▲❯❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❉❯❘➱❊ ❉❊ ▲✬➱❚❯❉❊ ❙❯❘ ▲❊ ❇■❆■❙ ❊❚
■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ✸✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♦✉ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❛✈❡❝ eβ = 2✳
▲❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❲❡✐❜✉❧❧✭❦✱✶✮✱ ❛✈❡❝ k = 1.5,
2 ♦✉ 2.5✳
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✭❙tr❛✉ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡ s♦✉❧❡✈❛ ❛❧♦rs ❞❡s q✉❡st✐♦♥s q✉❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡
❧❛ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❧❛❞❡s ❛✉ st❛❞❡ ■❇✳
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❞✐s❝✉té ♣❛r ❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❈❆▲●❇ ✾✻✸✸
✭❑❛t③ ❡t ❙❛❛❞✱ ✷✵✵✾✮✱ q✉❛♥❞ ❧✬ét✉❞❡ ét❛✐t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱
✐❧s ♦♥t ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❝❧✐♥✐q✉❡s ❡t ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❜✐❡♥ q✉✬✐❧s ❛✐❡♥t
ré❛❧✐sé q✉❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐ ét❛✐t ❤étér♦❣è♥❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
ét✉❞❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❈❇◆P❈ ♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❝❧✐♥✐q✉❡ ❡t
❣é♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ❛❞é♥♦❝❛r❝✐♥♦♠❡s ❞✉ ♣♦✉♠♦♥ ❛✉ st❛❞❡ ■❇✳ ❈❡❧❛ s♦✉❧è✈❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡
s❛✈♦✐r s✐ ❝❡tt❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❝❛❝❤é❡ ❝♦✉♣❧é❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝♦❝❡s ❡t t❛r❞✐❢s✳
❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r s✐ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ é❝❛rté
❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ♦♥❝♦❧♦❣✐st❡s ✭❑❛t③ ❡t ❙❛❛❞✱ ✷✵✵✾✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é
❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s q✉✐ ❛ été ♣✉❜❧✐é ♣♦✉r ❧✬❡ss❛✐ ❈❆▲●❇ ✾✻✸✸✱ ❡♥ s✉♣✲
♣♦s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉♥✐q✉❡
❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st s✉♣✲
♣♦sé❡ êtr❡ é❣❛❧❡ à ✵✳✻✵ ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❲❡✐❜✉❧❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛✉① à ✵✳✵✶ ❡t ✸✱
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ t❤é♦r✐q✉❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✮ ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡
❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ♦❜s❡r✈é❡s ✭❙tr❛✉ss ❡t ❛❧✳✱✷✵✵✽✮✳ ▲❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st s✉♣♣♦sé❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à ✶ ❡t ✶✳✺✳
❯♥❡ ❝❡♥s✉r❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (Tw − 7, Tw) ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛✜♥ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s s✉❥❡ts ❞❡ ✶✾✾✻ à ✷✵✵✹✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ✵✳✻✹ ❛✈❡❝
✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ✼ ❛♥s ❡t ❞❡ ✵✳✼✶ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ✶✶ ❛♥s✳ ❉❛♥s ❧✬❡ss❛✐✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❙✉r✈✐❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s té♠♦✐♥ ❡t ❞❡ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ✼❛♥s ✭❛✮ ❡t ✶✶ ❛♥s ✭❜✮✳
❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ à ✾✵✪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡✱ é❣❛❧❡ à
(i(β∗m))
−1✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ❡t ♥♦♥ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s❛♥❞✇✐❝❤ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✸✹✹ s✉❥❡ts✱ ❧❡
♣r❡♠✐❡r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st é❣❛❧ à ❬✵✳✸✵✱✵✳✾✽❪✱ ❡t ♥✬✐♥❝❧✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ é❣❛❧ à ❬✵✳✹✶✱✶✳✵✶❪✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ✭té♠♦✐♥ ❡t ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ✼ ❛♥s ✭❛✮ ❡t ✶✶ ❛♥s
✭❜✮✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉ ❡t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐ ❈❆▲●❇ ✾✻✸✸✱ ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱
❝❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❛ss❡③ ❢♦rt ♣♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ♣r❡sq✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐✲❞❡ss✉s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
✈❛❧❡✉r ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ✵✳✽✵ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐✳
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✸✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
❧❡ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡
♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢r❛❣✐❧✐té s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉✱ q✉✐ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✸✵✪✱
❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡ ♦✉ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❈♦①✱ ❙❝❤♠♦♦r ❡t ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✭✶✾✾✼✮ ♦♥t ❝❛❧❝✉❧é ✉♥ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ (β∗m −
β)/β✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ✈r❛✐ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ eβ = 2✳ ▲❡✉rs rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝
✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✶ ♦✉ eγ = log(3) ❡t ✷✵✪ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ✭✺✵✪
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❛rés ❛✉① ♥ôtr❡s✱ ♦ù eβ = 2✱ γ = 1✱ ❡t κ = 8 ✭κ = 2✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ ■❧s tr♦✉✈❡♥t ✉♥ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ ✲✺ ❡t ✲✶✺✪ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✲✸ ❡t ✲✾✪✮✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢
{exp(β∗m)− exp(βm)} /exp(βm) ♣♦✉r β∗m ♣r♦❝❤❡ ❞❡ β ❡st (β∗m − β)✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✾ q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ β∗m ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✲✹ ❡t ✲✶✸✪ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✲✷ ❡t ✲✽✪✮✳
◆♦s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞é♣❡♥❞
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ q✉✐ ❡st ✜①é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✱
❡t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❧❛ ✭❞❡s✮
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✭s✮ ♦✉❜❧✐é❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té r❡✢èt❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉❜❧✐é❡ ❡t s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ s♦♥ rô❧❡ s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s
❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈é ✐❝✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉❜❧✐é❡✱
q✉✐ ❛ été tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ✭❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼ ❀ ❙❝❤♠♦♦r ❡t
❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✼✮✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❡
❜✐❛✐s ❝♦♥❝♦r❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭●❛✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹❀ ❈❤❛st❛♥❣
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■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ✹✸
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é ❛✈❡❝
❞❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❜✐♥❛✐r❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❛✈❡❝ ❞❡s
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉❜❧✐é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✈❡rs✉s ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛✈♦✐r été ♠❡♥t✐♦♥♥é
❥✉sq✉❡ ❧à✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡✈r❛✐t êtr❡ s♦✉❧✐❣♥é❡ ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ❝❛s✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉✬♦✉❜❧✐❡r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s
ré❛❧✐st❡✳ ❉❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐❡♥t
♦♠✐s❡s✱ ❧❡✉r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❡st ❛ss❡③ é❧❡✈é✱ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ✶✽✪ q✉❛♥❞ ❧❡ r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❡♥tr❡
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st é❣❛❧ à ✷ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✮✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ à ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡t ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r✐sq✉❡
r❡❧❛t✐❢ ♣r✐s❡s à ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❛♥t ❝❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❇❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ s♦♥t ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉
r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ♦❜s❡r✈é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❛♥❞ |γ| > 1.5
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❇❘ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ✭❆♥♥❡①❡ ❈✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ p ≤ 0.5✱
❧❡ ❇❘ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣✉✐s ❞é❝r♦✐t✳ ❈❡tt❡ ❜❛✐ss❡
❛♣♣❛r❛✐t ♣❧✉s ♣ré❝♦❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ♣♦✉r
p > 0.5✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ✱ ❡t ♣❧✉s
γ ❡st é❧❡✈é ♣❧✉s ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❡st ♣ré❝♦❝❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❇❘ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞✉
r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉①✳ ■❧ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ s♦✉❧✐❣♥é q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ
s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✳✺ s♦♥t ♣❧✉tôt é❧❡✈é❡s ❡t ♦♥t ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡ ❡♥tr❛î♥❛✐t
✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ✭❙❝❤♠♦♦r ✫ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✼❀ ❍❡♥❞❡rs♦♥ ✫ ❖♠❛♥✱ ✶✾✾✾❀
❆❜r❛❤❛♠♦✇✐❝③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ♥✬❡st q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥
✹✹
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❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♥❡ r❡✢èt❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ❈❡❧❛
❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✼ ❡t ✸✳✽ q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✉ ❜✐❛✐s✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ s♦♥ ❡✛❡t ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❝♦✉♣❧é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❢r❛❣✐❧✐té✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❛ ♣❡✉ ❞✬❡✛❡t s✉r ❧❡
❜✐❛✐s✳ ❉❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ tr♦♥q✉é❡ ❡t ❜❡t❛ ♦♥t été ❡①♣❧♦ré❡s ✭♥♦♥
♣rés❡♥té✮ ❡t ♦♥t ❛❜♦✉t✐ à ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❝❧✐♥✐q✉❡ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✐s❝♦r❞❛♥ts ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐ ❈❆▲❇✾✻✸✸✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r ♥❡
♣❛s é❝❛rt❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s q✉✐ ♠♦♥tr❛✐t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡
❧❛ s✉r✈✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛②❛♥t ❞❡ ❣r♦ss❡s t✉♠❡✉rs ✭s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✹❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✮
✭❙tr❛✉ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍✱ ❧✬❡✛❡t
tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st✐♠é ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été tr♦✉✈é ❝♦♠♠❡ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s t❡❧❧❡s q✉✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡ ét✉❞✐é ♣❛r ❆✉✈❡rt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥✜r♠és ❡t ét❡♥❞✉s ♣❛r
❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❱■❍✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✲
✈❛♥t ét✉❞✐❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s
✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ✐♥❢❡❝t✐❡✉s❡s ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢❡❝✲
t✐♦♥ ❱■❍✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧❡ st❛t✉t ✓ à r✐sq✉❡ ✔ ❞✬✉♥
s✉❥❡t ♣❡✉t ❧✉✐✲♠ê♠❡ êtr❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤étér♦❣é♥é✐té
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t s♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❉❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ t♦✉t s✉❥❡t
♥♦♥ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ❞❡ ❞r♦❣✉❡ ♥✬❡st ❡①♣♦sé ❛✉ r✐sq✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡
❞♦♥♥é❡ q✉❡ s✬✐❧ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ s❡①✉❡❧ ✐♥❢❡❝té ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s
❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ét✉❞❡s✱ ❧❡ st❛t✉t ❱■❍ ❞✉ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ s❡①✉❡❧ ❡st s♦✐t ✐♥❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s♦✐t
✐♠♣ré❝✐s✱ ✐❧ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✭■❖▼ ✭■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❡❞✐❝✐♥❡✮✱ ✷✵✵✽✮✳
❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t ♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t à r✐sq✉❡ q✉❡ s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉s ❡t ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ❡①✐st❛♥t ❞✉r❛♥t ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✈✐r❛❧❡ ❞✉ ♣❛rt❡♥❛✐r❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s
✹✺
✹✻
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❚❊▼P❙
❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s à ❤❛✉t r✐sq✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❡t ✐♥st❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r♦st✐t✉é❡s ♦✉ ❧❡s
❥❡✉♥❡s ❡♥ ❆❢r✐q✉❡ s✉❜✲❙❛❤❛r✐❡♥♥❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤étér♦❣é♥é✐té s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉❜❧✐é❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré
q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ét❛✐t ❝❛✉sé ♣❛r ✉♥ ❞éséq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉❥❡ts à r✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❛✐t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣❡♥s❡r q✉❡
❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ✓ à r✐sq✉❡ ✔ ❡t ✓ ♥♦♥ à r✐sq✉❡ ✔ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t ♣♦✉rr❛✐t
rét❛❜❧✐r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❜✐❛✐s✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡r❛ ❛❜♦r❞é❡ ✐❝✐
♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉❜❧✐é❡s ❡t
❞✬✉♥ st❛t✉t ✓ à r✐sq✉❡ ✔ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t✳
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✹✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s
❊♥ ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s t✱ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t i ♣❡✉t êtr❡ ♦✉ ♥♦♥ ❡①♣♦sé ❛✉ r✐sq✉❡ ❡t ❧❡s t❡♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✉①q✉❡❧s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ♥♦tés Ui1 < Ui2 < Ui3 . . .
❙♦✐❡♥t Vij = Uij−Ui(j−1) ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱
ui0 = 0✱ ❡t wij ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❡ s✉❥❡t i ❡st ♦✉ ♥♦♥ à r✐sq✉❡
❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Vij✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ s✉❥❡t i✱ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✶✮✱ ❡st
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛✉① Uij ❡t ❛✉① wij ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞✉ s✉❥❡t i s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Vij ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ✿
λ(t|wij, xi) = λ0(t)wijeβxi , Ui(j−1) ≤ t < Uij. ✭✹✳✶✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ r❡st❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✮ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ♣❛s
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❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳
✹✳✷✳✷ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ V ✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s r❡✢èt❡♥t
❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ r❛♥❞♦♠✐sé ❝♦♠♣❛r❛♥t ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✹✳✶✮✳
▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❡st ♥♦té❡ Tw✱ ❡t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s s✉✲
❥❡ts ❡st s✉♣♣♦sé❡ é❣❛❧❡ à Tw✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ Ci ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t i ❡st
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✉r [0, Tw]✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t i✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❛r t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣✉✐s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✲
♠❡♥t à ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡st ❣é♥éré✳ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Vij, j = 1, 2, . . . s♦♥t ❣é♥érés
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t Uij ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té s♦♥t ❞é❞✉✐ts ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Vij✱ ❛✈❡❝ Uij < Ci✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❢r❛❣✐❧✐té wij, j = 1, 2, . . . ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱
❛✈❡❝ p = Pr(wij = 1)✳
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈✐❡ Ti ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Vij ♦ù wij = 1✱
❧❡ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t ❡t é❣❛❧ à {λ0exp(βxi)} ♦ù xi ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❙✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Vij ♦ù wij = 0✱
❧❡ r✐sq✉❡ ❡st s✉♣♣♦sé ♥✉❧✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é ❡♥ ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s t t❡❧ q✉❡
Ui(j−1) ≤ t < Uij ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
Λi(t) = Λi
(
Ui(j−1)
)
+ λ0
(
t− Ui(j−1)
)
♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é Λi
(
Ui(j−1)
)
❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s à r✐sq✉❡ ♥✉❧ q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t Ui(j−1)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ✿
✹✽
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Si
(
t|wij, Ui1, Ui2, ..., Ui(j−1), xi
)
= Si
(
Ui(j−1)
)
exp
{−eβxiλ0 (t− Ui(j−1))} , Ui(j−1) ≤ t < Uij.
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ♥✉❧✱ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ti s✉r
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0,+∞] ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ✭❙② ❡t ❚❛②❧♦r✱✷✵✵✵✮✳ P♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✲
✈✐❡✱ ✉♥ t✐r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ zi ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1] ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❡✛❡❝t✉é✱ ♣✉✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
s✉r✈✐❡ ❡♥ ❡st ❞é❞✉✐t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t à zi ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t✳
❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r S−1i (zi) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡tt❡
✈❛❧❡✉r ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞✉ s✉❥❡t✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r zi ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
✓ ♣❧❛t❡❛✉ ✔ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ Si(t)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Vij ❞❡ r✐sq✉❡
♥✉❧✱ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡ ❞❡ s✉r✈❡♥✐r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥✈❡♥✐r ❞❡
❝❤♦✐s✐rUi(j−1) ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉
s✉❥❡t ❡st ♣r✐s é❣❛❧ à min(Ti, Ci)✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s V s♦♥t ❝❤♦✐s✐s
t❡❧s q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ V s♦✐t é❣❛❧❡ à ✵✳✵✺✱ ✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ✶✱ ✶✳✺ ♦✉ ✷✱ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❈❱✮ ❞❡ V s♦✐t é❣❛❧ à ✵✳✵✺✱ ✶✱ ✷ ♦✉ ✹ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❲❡✐❜✉❧❧✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t ❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s
❧❡s ❞❡✉① ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❢♦r♠❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❲❡✐❜✉❧❧ q✉✐ ❡st
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ❜✐❛✐s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ λ0 ❡st ✜①é à ✶ ❡t ❧❡
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r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❛✉t ✶✳✺✱ ✷ ♦✉ ✷✳✺✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
Tw ❡st ✜①é❡ à ✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ✶✵✵✵ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ✺✵✵ s✉❥❡ts ♣❛r
❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❱ ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ V ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p é❣❛❧ à ✵✳✶ ❡t ✵✳✺✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ✭◆▼❈✮ ♣❛r s✉❥❡t ❞✉r❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❈❱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ V ✳ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡
❡s♣ér❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡
ét❛♥t ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❈❱❂✵✳✵✺ ❡t ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❈❱❂✹✳ ▲❡ ◆▼❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❣é♥éré❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
j ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❣é♥éré❡ à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ j− 1✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ❞♦♥❝ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣é♥ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s♦✐❡♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ét❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ s❡✉❧ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
r✐sq✉❡ ❞✉ s✉❥❡t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❧❡ ❇❘ ❛✉❣♠❡♥t❡
❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s V ✳ ❆✉ss✐✱ q✉❛♥❞ E(V ) ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✱ ❧❡ ❜✐❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ V ✳ ◗✉❛♥❞ E(V )
t❡♥❞ ✈❡rs ✷✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ Tw✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✈❡rsé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❛✈❡❝ p = 0.1✱ ♣♦✉r E(V ) = 0.05✱ ❧❡ ❇❘ ✈❛r✐❡ ❞❡ 2.0% ♣♦✉r CV = 0.05 à 6.8% ♣♦✉r
CV = 4✳ P♦✉r E(V ) = 2✱ ❧❡ ❇❘ ✈❛r✐❡ ❞❡ 31.4% ♣♦✉r CV = 0.05 à 24.9% ♣♦✉r CV = 4.
▲❡ ❜✐❛✐s ❞✐♠✐♥✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ p = 0.5 ♠❛✐s ❧❡s t❡♥❞❛♥❝❡s r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ P♦✉r
p = 0.5✱ ❧❡ ❇❘ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s 25.2%✳
✺✵
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❯◆ ❈❆❙ P❆❘❚■❈❯▲■❊❘ ❉❊ ❋❘❆●■▲■❚➱ ❉➱P❊◆❉❆◆❚❊ ❉❯
❚❊▼P❙
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r CV❂✵✳✵✺✱ ✶✱ ✷ ♦✉ ✹ ❡t E(V )❂✵✳✵✺✱ ✵✳✷✺✱
✶ ♦✉ ✷✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❯◆ ❈❆❙ P❆❘❚■❈❯▲■❊❘ ❉❊ ❋❘❆●■▲■❚➱ ❉➱P❊◆❉❆◆❚❊ ❉❯
❚❊▼P❙ ✺✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ CV ❡t
E(V ), ♣♦✉r p = 1 ❡t 0.5✱ eβ = 2✱ λ0 = 1 ❡t Tw = 2✳ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳
✺✷
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❯◆ ❈❆❙ P❆❘❚■❈❯▲■❊❘ ❉❊ ❋❘❆●■▲■❚➱ ❉➱P❊◆❉❆◆❚❊ ❉❯
❚❊▼P❙
♣ ✵✳✶ ✵✳✷✺ ✵✳✺ ✵✳✼✺ ✵✳✾
❘❇✭✪✮ ✸✷✳✼ ✸✵✳✹ ✷✻✳✼ ✶✽✳✶ ✶✶✳✷
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❇✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ p✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té
❝♦♥st❛♥t❡
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❇❘ q✉❛♥❞ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣
❞✉ s✉✐✈✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ E(V ) ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡
❇❘ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ 32.7% ♣♦✉r p = 0.1 ❡t 26.7% ♣♦✉r
p = 0.5✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛✈❡❝ CV = 0.05 ❡t
E(V ) = 2✳
❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ❉❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té wij ❡t wi(j−1)✱ s♦♥t ❧✐é❡s s❡❧♦♥
✉♥ ♦❞❞s r❛t✐♦ ✭❖❘✮ ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ ✷ ❡t ✶✵✵✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ s✉❥❡t ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡
❞✬êtr❡ à r✐sq✉❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ j s✬✐❧ ét❛✐t à r✐sq✉❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (j−1) q✉❡ s✬✐❧ ♥❡ ❧✬ét❛✐t
♣❛s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P (wij = 1|wi(j−1) = 1) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
P (wij = 1|wi(j−1) = 0) ❡t ❧✬❖❘ ❝❤♦✐s✐s✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
OR =
P (wij = 1|wi(j−1) = 1)P (wij = 0|wi(j−1) = 0)
P (wij = 1|wi(j−1) = 0)P (wij = 0|wi(j−1) = 1) .
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P (wij = 1|wi(j−1) = 1) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
P (wij = 1|wi(j−1) = 1) =
OR ∗ P (wij = 1|wi(j−1) = 0)
1− P (wij = 1|wi(j−1) = 0) +OR.
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❇❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ V ✱ ❛✈❡❝ ✉♥
❖❘ é❣❛❧ à ✶✵✱ ✺✵ ♦✉ ✶✵✵✱ ❡t P (wij = 1|wi(j−1) = 0) ✜①é❡ à ✵✳✷✺✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❜✐❛✐s
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❝♦rré❧é✱
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❯◆ ❈❆❙ P❆❘❚■❈❯▲■❊❘ ❉❊ ❋❘❆●■▲■❚➱ ❉➱P❊◆❉❆◆❚❊ ❉❯
❚❊▼P❙ ✺✸
❧❡ ❇❘ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s V ✳ ❆✉ss✐✱
❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❈❱ s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ♣❧✉s ♣ré❝♦❝❡ q✉❛♥❞ ❧✬❖❘ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✿ ❛✉t♦✉r ❞❡
E(V ) = 0.4 ♣♦✉r OR = 10 ❝♦♥tr❡ E(V ) = 0.2 ♣♦✉r OR = 100✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉✬✐♠♣♦rt❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❖❘✱ ❧❡ ❇❘ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ 30.4%✱ ✈❛❧❡✉r ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛
✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡s ♠ê♠❡s
t❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ P (wij = 1|wi(j−1) = 0) ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❉✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡ Tw = 4 ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹✮ ♦✉ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮ ♣♦✉r ❧❛ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t✱
❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛✉① à ✶ ❡t ✷✱ ❛✈❡❝ ❞❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ♥♦♥✲❝♦rré❧és✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥tr❡
❧❡ ❜✐❛✐s ❡t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ V ✳
✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥❡ ♦♠✐ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡st ♠♦✐♥s é❧❡✈é ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st r❡❞✐str✐✲
❜✉é❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ P❧✉s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st ❢❛✐❜❧❡✱
♣❧✉s ❧❡ ❜✐❛✐s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ r❡st❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❡t ♥❡ ❞❡s❝❡♥❞ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ✺✪ q✉❡ ♣♦✉r E(V ) = 0.05 ❡t CV ≤ 1✳ ◗✉❛♥❞
E(V ) ≥ 0.5✱ ✐❧ ❡①❝è❞❡ ❧❡s ✶✵✪ ♣♦✉r p = 0.5 ❡t ❧❡s ✶✺✪ ♣♦✉r p = 0.1✱ q✉✬✐♠♣♦rt❡ ❧❛ ✈❛✲
❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ ❞é❥à été s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té r❡❣é♥éré❡ ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍✱ ❧❛
s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❡rs✐st❡ ❜✐❡♥ q✉✬❛tté♥✉é❡✱ ❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❈❱ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ◆▼❈ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ CV ❡t
E(V ), ♣♦✉r ❖❘❂✶✵✱ ✺✵ ❡t ✶✵✵✱ eβ = 2✱ λ0 = 1✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ CV ❡t
E(V ), ♣♦✉r p = 1 ❡t 0.5✱ eβ = 2✱ λ0 = 1 ❡t Tw = 4✳ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳
✺✻
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ CV ❡t
E(V ), ♣♦✉r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛✉①
à ✶ ❡t ✷✱ p❂✵✳✶✱ ✵✳✷ ♦✉ ✵✳✸✳ eβ = 2✱ λ0 = 1 ❡t Tw = 2✳
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❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t V ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❈❱ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ❜✐❛✐s
❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ E(V ✮ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ◆▼❈ ❛✉❣♠❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ◆▼❈ ❡t ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ❞♦♥❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ E(V ) ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✱ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ E(V ) ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✷✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✉ ❜✐❛✐s✳
❆✉ss✐✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s t❡♥❞ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s✲
♣ér❛♥❝❡ ❞❡ V ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ❈❱ ❞❡ ✵✳✵✺✱ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡ ❛✈❡❝
E(V ) = 2✳ ❆ t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❛✈❡❝ CV = 4✱ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✳✺✪ ❡♥tr❡ ❧❡ ❜✐❛✐s
r❡❧❛t✐❢ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ E(V ) s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✵✵✵✵✵ ✭rés✉❧t❛t ♥♦♥ ♣rés❡♥té✮✳ ▲❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ E(V )✱ ♠❛✐s ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❈❱ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ CV = 0.05✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✵✳✵✸ ♣♦✉r E(V ) = 0.05
❡t ✶✳✶✺ ♣♦✉r E(V ) = 2✳ ❆✈❡❝ CV = 4✱ ✐❧ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✵✳✵✺ ❡t ✷✳✶✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❈❡❧❛ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ V s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❈❱✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r
♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ♣ré❝✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ ♦♥t été ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❆✉✈❡rt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮
❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❡t ♣❛r ❇✉②③❡ ❡t ●♦❡t✲
❣❤❡❜❡✉r ✭✷✵✶✶✮ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛ ♦✉ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ét✉❞❡s s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❡s✲
s❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍ ❡t s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣ré❝✐s❡r ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
s❝❤é♠❛s ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ♣♦rt❡r❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡
❜✐❛✐s✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉①q✉❡❧s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡✳
✺✾
✻✵
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✺✳✶ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r
▲❡ ♠♦❞è❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✷✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥
❝r♦ss✲♦✈❡r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞✉ t❡♠♣s xi(t)✱ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Tswitch
✜①é✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✉❥❡ts i✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
λ(t|wi, xi(t)) = λ0(t)wieβxi(t),
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xi(t) ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ s❛❝❤❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✉❥❡t i
❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ xi(t0)✱ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Tswitch ✿
xi (t|xi(t0) = r, Tswitch) =


r si t ≤ Tswitch
(1− r) si t > Tswitch
❛✈❡❝ r = 0 ♦✉ 1✳
❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ❧❡ t❡st ❞✉ ▲♦❣r❛♥❦ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡st ❞✉ s❝♦r❡
❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ xi(t)✱ ❞♦♥t ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
n∑
i=1
ˆ ∞
0
(
xi(t)− n1(t)
n0(t) + n1(t)
)
dNi(t)
s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❊❘❆✮ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡st ❜❛sé s✉r ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❧❡
▲♦❣r❛♥❦ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞é❞✉✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧✬❊❘❆ s♦♥t ❛♣♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❆✉ss✐✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡ ✜①é❡ à ❧❛ ❞✉ré❡
❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯❚■▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❈❍➱▼❆ ❊◆ ❈❘❖❙❙✲❖❱❊❘ P❖❯❘ ❯◆❊
P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊ ✻✶
✺✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭❙P✮ ❡t ❝r♦ss✲♦✈❡r ✭❙❈✮ s♦♥t
❝♦♠♣❛rés ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ♦✉ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳ ❯♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té
❡♥ q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦✉s✲
s❡❝t✐♦♥✳
✺✳✷✳✶ ❋r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s
▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛♠♠❛ ❡t ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts
♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡t ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❇✉②③❡ ❡t ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ✭✷✵✶✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❛ été
✜①é❡ à ✶✱ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✵✳✺✱ ✶ ♦✉ ✷✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡
❧✬é✈è♥❡♠❡♥t s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ é❣❛❧ à ✵✳✸✳ ▲❡
r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✷✱ ✸ ♦✉ ✹✳ ▲❛ ❞✉ré❡
❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ✜①é❡ à ✷✳ P♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ❡st ❞✐✈✐sé✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ ❡♥ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ré❡✱ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ à ✶✳
▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s s❝❤é♠❛s ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❝r♦ss✲♦✈❡r s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐✲
tèr❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛ ♦✉ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ✶✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ β∗m ❞❡ ❧✬❊▼❱ ❞✉ ❧♦❣ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ s❝❤é♠❛ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ✭❇❘✮ s✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β ❡♥ ❡st ❞é❞✉✐t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ V ∗ ❞❡
√
n
(
βˆm − β∗m
)
✭✷✳✷✮
❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s é❧❡✈é✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦✲
❧✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ q✉✬✐♠♣♦rt❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛ ❡t eβ = 2✱ ❧❡ ❇❘✱ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ✷✸✳✵✪ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ s♦✉s ❧❡ ❙P✱ ❝❤✉t❡ à ✹✳✽✪ s♦✉s ❧❡ ❙❈✳ P♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❧♦❣✲
✻✷
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❋r❛❣✐❧✐té ●❛♠♠❛
eβ = 2 eβ = 3 eβ = 4
β ≈ 0.693 β ≈ 1.098 β ≈ 1.386
❙❝❤é♠❛ ❙P ❙❈ ❙P ❙❈ ❙P ❙❈
β∗m ✵✳✺✸✹ ✵✳✻✻✵ ✵✳✽✶✼ ✶✳✵✷✵ ✶✳✵✵✹ ✶✳✷✺✻
❇❘✭✪✮ ✲✷✸✳✵ ✲✹✳✽ ✲✷✺✳✼ ✲✼✳✶ ✲✷✼✳✻ ✲✾✳✹
V ∗ ✾✳✵ ✾✳✷ ✽✳✸ ✾✳✵ ✽✳✵ ✾✳✵
❊❘❆ ✶✳✺✺ ✶✳✻✶ ✶✳✻✹
❋r❛❣✐❧✐té ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧❡
eβ = 2 eβ = 3 eβ = 4
β ≈ 0.693 β ≈ 1.098 β ≈ 1.386
❙❝❤é♠❛ ❙P ❙❈ ❙P ❙❈ ❙P ❙❈
β∗m ✵✳✺✼✺ ✵✳✻✻✺ ✵✳✽✾✹ ✶✳✵✸✻ ✶✳✶✶✸ ✶✳✷✽✺
❇❘✭✪✮ ✲✶✻✳✾ ✲✹✳✵ ✲✶✽✳✹ ✲✺✳✼ ✲✶✾✳✼ ✲✼✳✸
V ∗ ✽✳✻ ✽✳✾ ✽✳✵ ✽✳✼ ✼✳✼ ✽✳✼
❊❘❆ ✶✳✸✻ ✶✳✹✶ ✶✳✹✹
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❜✐❛✐s ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β
s♦✉s ❧❡s ❙❈ ❡t ❙P✱ ❡t ❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❞✉ ▲♦❣r❛♥❦ ♣♦✉r ❙❈ ✈s
❙P✱ V (wi) = 1✳
♥♦r♠❛❧❡✱ ❧❡ ❇❘ ♣❛ss❡ ❞❡ ✶✻✳✾✪ à ✹✳✵✪✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❧❡ ❜✐❛✐s
❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ✻✵✪ à ✽✵✪ ❛✈❡❝ ❧❡ ❙❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❙P✳
▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐①✐è♠❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❙❈✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❧✬❊❘❆ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥s✐❞érés ❡t tr❛❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❙❈✳ P♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛✱
❧✬❊❘❆ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✶✳✺✺ ♣♦✉r eβ = 2 ❡t ✶✳✻✹ ♣♦✉r eβ = 4✳ P♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✱
❡❧❧❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✶✳✸✻ ♣♦✉r eβ = 2 ❡t ✶✳✹✹ ♣♦✉r eβ = 4✳
▲❡s ♠ê♠❡s t❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té
❝♦♥s✐❞éré❡s✳
✺✳✷✳✷ ❋r❛❣✐❧✐té ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❆✉✈❡rt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ q✉✐ ♦♥t
❝❤❡r❝❤é à s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯❚■▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❈❍➱▼❆ ❊◆ ❈❘❖❙❙✲❖❱❊❘ P❖❯❘ ❯◆❊
P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊ ✻✸
❋r❛❣✐❧✐té ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡
eβ = 2 eβ = 3 eβ = 4
β ≈ 0.693 β ≈ 1.098 β ≈ 1.386
❙❝❤é♠❛ ❙P ❙❈ ❙P ❙❈ ❙P ❙❈
β∗m ✵✳✹✽✸ ✵✳✻✼✸ ✵✳✼✵✸ ✶✳✵✹✼ ✵✳✽✷✺ ✶✳✷✾✺
❇❘✭✪✮ ✲✸✵✳✷ ✲✷✳✾ ✲✸✻✳✵ ✲✹✳✼ ✲✹✵✳✺ ✲✻✳✻
V ∗ ✹✶✳✹ ✹✷✳✼ ✸✼✳✹ ✹✶✳✺ ✸✼✳✵ ✹✶✳✾
❊❘❆ ✶✳✾✸ ✷✳✶✽ ✷✳✹✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❋r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡ ✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❜✐❛✐s ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β s♦✉s ❧❡s ❙❈ ❡t ❙P✱ ❡t ❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❞✉ ▲♦❣r❛♥❦ ♣♦✉r ❙❈ ✈s ❙P✳
❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ♥♦té P = (p1, p2, p3, p4) ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢r❛❣✐❧✐té
❡st é❣❛❧ à W = (0, 1, 2, 3)✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ✜①é à ✵✳✷✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
✜①és ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ ✺✳✷✳✶✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r P = (0.8, 0.15, 0.04, 0.01)✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♠❛ss❡ ♥✉❧❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✽✵✪✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r é❧❡✈é❡ ♠❛✐s r❡st❡
✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❜❛ss❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍ ❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❡ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s♦✉s ✉♥
❙❈ q✉❡ s♦✉s ✉♥ ❙P✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r eβ = 2✱ ❧❡ ❇❘ ❝❤✉t❡ ❞❡ ✸✵✳✷✪ à ✷✳✾✪ ❡♥ ✈❛❧❡✉r
❛❜s♦❧✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✱ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥tr❡ ✽✵✪ ❡t ✾✵✪ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙❈
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❙P✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡st❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙❈✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s✱ ♦♥ ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
♣rès ❞❡ tr♦✐s ❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❢❛✉t s♦✉❧✐❣♥❡r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ r✐sq✉❡ ♥✉❧ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s s✉❥❡ts q✉❛♥t ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❜é♥é✜❝❡ ❡♥
t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ♣❧✉s ❛❝❝❡♥t✉é q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐tés
❝♦♥t✐♥✉❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❊❘❆ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✶✳✾✸ ♣♦✉r eβ = 2 ❡t ✷✳✹✵ ♣♦✉r eβ = 4✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ✈❡❝t❡✉r P ✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥
❜✐❛✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p1✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s✉❥❡ts
❛②❛♥t ✉♥ r✐sq✉❡ ♥✉❧✱ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
✻✹
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯❚■▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❈❍➱▼❆ ❊◆ ❈❘❖❙❙✲❖❱❊❘ P❖❯❘ ❯◆❊
P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r s♦✐❡♥t é✈✐❞❡♥ts✱ ❝❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✜①é à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❖♥ ♣❡✉t
s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Tswitch✳
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♦♣t✐♠❛❧
❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❛♣♣♦rté ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❜❛sé s✉r ❧❛
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬ét✉❞❡ à ❧✬❛✉tr❡✳
▲❡ ❜✐❛✐s ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡
♦♣t✐♠❛❧✱ ♥♦té T 0switch✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▲❡s ❢❛❝t❡✉rs q✉✐
♣♦✉rr❛✐❡♥t ✐♥✢✉❡r s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❡①♣❧♦rés✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷ ❡t ✺✳✸ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❜✐❛✐s
r❡❧❛t✐❢ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❣r♦✉♣❡ Tswitch✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r exp(β) s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛ ❡t ❧♦❣✲
♥♦r♠❛❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✶ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ✵✳✺✱ ✶ ♦✉
✷✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r P = (0.80, 0.15, 0.04, 0.01) ❝♦♠♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡✉① ♣♦✉r
P = (0.50, 0.30, 0.15, 0.05) s♦♥t ❛✉ss✐ ♣rés❡♥tés✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉r
❛❜s♦❧✉❡✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐✱
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ét✉❞✐és✱ s❡ s✐t✉❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯❚■▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❈❍➱▼❆ ❊◆ ❈❘❖❙❙✲❖❱❊❘ P❖❯❘ ❯◆❊
P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊ ✻✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❋r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ✿ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s Tswitch✱ ❛✈❡❝
Tw = 2✳
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❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯❚■▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❈❍➱▼❆ ❊◆ ❈❘❖❙❙✲❖❱❊❘ P❖❯❘ ❯◆❊
P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❋r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ✿ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s Tswitch✱
❛✈❡❝ Tw = 2✳
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P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊ ✻✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❋r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡ ✿ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s Tswitch✱
❛✈❡❝ Tw = 2✳
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P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊
❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t à T 0switch ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢rô❧❡r ❧❛ ❜❛rr❡ ❞❡s ✾✵✪ ❞❡
❜❛✐ss❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r exp(β) = 2 ❡t ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✶✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ ✷✸✪ ❞❡ ❜✐❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❙P✱ ♦❜s❡r✈é ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ à ✷✳✹✪ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙❈
♣r♦❣r❛♠♠❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ à ✉♥ t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧✱ ❝♦♥tr❡ ✹✳✽✪ ♣♦✉r ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t à Tswitch = 1✳ P♦✉r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡✱ T 0switch ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶
❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s✉✐✈✐ ❞✐✈✐sé
❡♥ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s é❣❛❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r exp(β) = 2 ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
P = (0.80, 0.15, 0.04, 0.01), ❧❡ ❜✐❛✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❞❡ ✷✳✻✪ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞é❥à ✉♥
❜✐❛✐s ❞❡ ✷✳✾✪ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ à ✶ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✮✳
❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t T 0switch✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ été r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ Tw✱ ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦✉ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r P ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✹✱ ✺✳✺ ❡t ✺✳✻✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ T 0switch ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ Tw✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ T 0switch ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡
Tw ❡t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ s✉✐✈✐
❧♦rsq✉❡ Tw ❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛ ❡t exp(β) = 2, ❧❡ r❛♣♣♦rt
T 0
switch/Tw s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ✵✳✸ ❡t ✵✳✹ ♣♦✉r Tw = 2 s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧
❡st ♣❧✉tôt ❡♥tr❡ ✵✳✶✺ ❡t ✵✳✷ ♣♦✉r Tw = 10✳ ❆✉ss✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❣❛♠♠❛✱ ♦♥
♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ Tw ✜①é❡✱ ❧❡ t❡♠♣s T 0switch ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ♠♦✐♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s r❡st❡♥t très ♣r♦❝❤❡s✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♠ê♠❡ ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r Tw > 8 ❡t eβ ≥ 2✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ T 0switch ❞✐✛èr❡♥t
♣❡✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❝❛té❣♦r✐❡❧s ❝♦♥s✐❞érés✱ ét❛♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯❚■▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❈❍➱▼❆ ❊◆ ❈❘❖❙❙✲❖❱❊❘ P❖❯❘ ❯◆❊
P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❍➱❚➱❘❖●➮◆❊ ✻✾
♠♦✐♥s é❧❡✈é❡s ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r P ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p1✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Tw ✜①é❡✱ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ T 0switch ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β ❛✉❣♠❡♥t❡✳
✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s❝❤é♠❛
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✜①é à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❡♥tr❡ ✻✵✪ ❡t ✽✵✪ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐tés ❝♦♥t✐✲
♥✉❡s✱ ❡t ❥✉sq✉✬à ✾✵✪ s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ♣♦✉✈❛♥t ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ✾✵✪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝❛té❣♦r✐❡❧ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊▼❱ ❡st ❝♦♥st❛té❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s
é❧❡✈é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙❈ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❙P✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ✉♥ ♥❡t ❣❛✐♥
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞✉ ▲♦❣r❛♥❦ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥s✐✲
❞érés✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉✈❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛ss❡r ❞✉ s✐♠♣❧❡ ❛✉ ❞♦✉❜❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❛té❣♦r✐❡❧✳ ❚♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛♣✐❡rs ❝✐tés✳ ❆ t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été r❡❢❛✐ts ♣♦✉r exp(β) = 1.5
✭β ≈ 0.405) ❡t Tw = 10 ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r
❇✉②③❡ ❡t ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ✭✷✵✶✶✮✱ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs très ♣r♦❝❤❡s ♦♥t été r❡tr♦✉✈é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β∗m é❣❛❧❡s à 0.246 ♣♦✉r ✉♥ ❙P ❡t 0.339 ♣♦✉r ✉♥ ❙❈✱
❛❧♦rs q✉❡ ❇✉②③❡ ❡t ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ♦♥t ♣rés❡♥té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❣❛❧❡s à 0.248 ❡t 0.319 r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡s s♦♥t ❞✉
♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦♥t été ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♠♠❡ ✐♥✢✉❛♥t s✉r ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♦♣t✐♠❛❧ T 0switch ❀ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥tr❡
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❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ Tw
❛❣✐t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r T 0switch. ■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ T
0
switch ❡t Tw
♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Tw✳ ❙♦✉s ❧❡✉rs ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❇✉②③❡
❡t ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ✭✷✵✶✶✮ tr♦✉✈❡♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t été ét✉❞✐é❡ ❝♦♠♠❡
❢❛❝t❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t T 0switch ♠❛✐s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t✱ tr❛❞✉✐s❡♥t
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ✐♥✢✉❛♥t
s✉r T 0switch✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ❡ss❛✐s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍
❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ✉♥❡ très ❢♦rt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✱ ❡t ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
❛tt❡✐♥t❡✳ ❆ t✐tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ♣♦✉r exp(β) = 2
❡st ❛✉t♦✉r ❞❡ ✺✵✪ ❡t ✺✺✪ ♣♦✉r ❧❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❣❛♠♠❛ ❡t ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
✈❛r✐❛♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❝❛té❣♦r✐❡❧s ét✉❞✐és✱ ❧❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ s✉✐✈✐ ❛✈♦✐s✐♥❡ ❧❡s ✾✵✪ ♣♦✉r P = (0.80, 0.15, 0.04, 0.01)
❡t ✼✵✪ ♣♦✉r P = (0.50, 0.50, 0.15, 0.05). ▼ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s à ❤❛✉t r✐sq✉❡
❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❱■❍ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✾✺✪ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦✉tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ T 0switch✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s✉✐✈✐ ♥✬ét❛♥t
♣❛s ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s é❣❛❧❡s ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❡t ♣❡✉t
❛❧♦rs ♣♦s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❤✐q✉❡✳
❆✉ss✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r♦ss✲♦✈❡r ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t
❧❡ ❜✐❛✐s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐✱ ❧❡
❜✐❛✐s ③ér♦ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s✉❥❡ts ❛②❛♥t
♣rés❡♥té ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s Tswitch ♥❡ s✉❜✐ss❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❡t ❝ré❡♥t ✉♥ ❜✐❛✐s ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ s♦✐t s✉♣♣♦sé❡ ✜①❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r✐❝✉❧✐èr❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡
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à ✉♥ t❡♠♣s ✜①é❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ t♦t❛❧❡ ❧✐❜❡rté ❝♦♥❝❡r♥❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ♥♦♥✲
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❣✐❧✐té ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡✳ ❆✐♥s✐✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❢r❛❣✐❧✐té✱ ✐❧
❛ été ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ s♦✉s✲❡st✐♠é ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✸✵✪✱ ♠♦♥tr❛♥t
❛✐♥s✐ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✳ ■❧ s✬❡st ❛✈éré q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ét❛✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t②♣❡
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦rt❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s✱ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♥♦♥ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
❡st ❛♣♣❛r✉❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✉ ❜✐❛✐s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊▼❱ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s r✐sq✉❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡ à ♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡
❞✉ré❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❡rr❡✉r ♣❡✉t êtr❡ é❧❡✈é❡✳
❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍✱ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
❢r❛❣✐❧✐té tr❛❞✉✐s❛♥t ✉♥ st❛t✉t ✓ à r✐sq✉❡ ✔ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s
❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❱■❍✱ ❛ été ét✉❞✐é✳ ■❧ s✬❡st ❛✈éré q✉❡ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ❜✐❛✐s s✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ à ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐✳
✼✺
✼✻ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
❚♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛♥❛❧②s❡r ✉♥ ❡ss❛✐
r❛♥❞♦♠✐sé ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ q✉❛♥t ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t✱ ♣❡✉t ❡♥✲
❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ❢♦rt❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ✉♥ r❡❥❡t ✐♥❥✉st✐✜é ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✈❡rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬ét✉❞❡ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ q✉✐ ❛✈❛✐t ❞é❥à été
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆✉✈❡rt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❡t ❇✉②③❡ ❡t ●♦❡t❣❤❡❜❡✉r ✭✷✵✶✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
❡ss❛✐s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ■❧ ❛ ❞♦♥❝ été
♠♦♥tré q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ♣❡r♠❡tt❛✐t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s r❡❧❛t✐❢ ♣♦✉✈❛♥t
❞é♣❛ss❡r ❧❡s ✾✵✪ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s✬❡st ❛✈éré
q✉✬✐❧ ❛♠é❧✐♦r❛✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞♦✉❜❧é❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r✱ q✉❛♥❞ ❝❡❧❛ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❈♦♠♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝❛té✲
❣♦r✐❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r s♦✉s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✱ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s♦✉s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❢r❛❣✐❧✐té✳
▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣♦s❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❢♦rt❡s s✉r s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❖✬◗✉✐❣❧❡② ❡t ❙t❛r❡ ✭✷✵✵✷✮
♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♠♦♥tré q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙ ✼✼
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❛❧♦rs ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♦✉ ❜❛sé s✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥♥✉❡s ♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝r♦ss✲♦✈❡r ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ❝❤♦✐①✳ ❉❡s ét✉❞❡s ♠ér✐t❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬êtr❡
♠❡♥é❡s s✉r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝r♦ss✲♦✈❡r s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈r❛✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳
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P❡t♦✱ ❘✳✱ P✐❦❡✱ ▼✳ ❈✳✱ ❆r♠✐t❛❣❡✱ P✳✱ ❇r❡s❧♦✇✱ ◆✳ ❊✳✱ ❈♦①✱ ❉✳ ❘✳✱ ❍♦✇❛r❞✱ ❙✳ ❱✳✱ ▼❛♥t❡❧✱
◆✳✱ ▼❝P❤❡rs♦♥✱ ❑✳✱ P❡t♦✱ ❏✳✱ ✫ ❙♠✐t❤✱ P✳ ●✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❛♥❞♦✲
♠✐③❡❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s r❡q✉✐r✐♥❣ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛t✐❡♥t✳ ■■✳ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❇r✐t✐s❤ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝❛♥❝❡r✱ ✸✺✭✶✮✱ ✶✕✸✾✳
❙❛♥❣❤❛✱ ❘✳✱ Pr✐❝❡✱ ❏✳✱ ✫ ❇✉tts✱ ❈✳ ❛✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆❞❥✉✈❛♥t t❤❡r❛♣② ✐♥ ♥♦♥✲s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ ❧✉♥❣
❝❛♥❝❡r ✿ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❖♥❝♦❧♦❣✐st✱ ✶✺✭✽✮✱ ✽✻✷✕✼✷✳
❙❝❤♠♦♦r✱ ❈✳ ✫ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❊❢❡❝ts ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ♦♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ tr✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦① ♠♦❞❡❧✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✶✻✱
✷✷✺✕✸✼✳
❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ▼✳✱ ❖❧s❝❤❡✇s❦✐✱ ▼✳✱ ✫ ❙❝❤♠♦♦r✱ ❈✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✉r✈✐✈❛❧ t✐♠❡s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✻✱ ✼✼✸✕✼✽✹✳
✽✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
❙tr❛✉ss✱ ●✳ ▼✳✱ ❍❡r♥❞♦♥✱ ❏✳ ❊✳✱ ▼❛❞❞❛✉s✱ ▼✳ ❛✳✱ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ❉✳ ❲✳✱ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❊✳ ❛✳✱ ❍❛r✲
♣♦❧❡✱ ❉✳ ❍✳✱ ●✐❧❧❡♥✇❛t❡r✱ ❍✳ ❍✳✱ ❲❛ts♦♥✱ ❉✳ ▼✳✱ ❙✉❣❛r❜❛❦❡r✱ ❉✳ ❏✳✱ ❙❝❤✐❧s❦②✱ ❘✳ ▲✳✱
❱♦❦❡s✱ ❊✳ ❊✳✱ ✫ ●r❡❡♥✱ ▼✳ ❘✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❚r✐❛❧ ♦❢ ❛❞❥✉✈❛♥t ❝❤❡♠♦✲
t❤❡r❛♣② ✇✐t❤ ♣❛❝❧✐t❛①❡❧ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♣❧❛t✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❙t❛❣❡ ■❇ ◆♦♥✲❙♠❛❧❧
❈❡❧❧ ▲✉♥❣ ❈❛♥❝❡r ✭◆❙❈▲❈✮ ✿ ❘❡♣♦rt ♦❢ ❈❛♥❝❡r ❛♥❞ ▲❡✉❦❡♠✐❛ ●r♦✉♣ ❇ ✭❈❆▲●❇✮
Pr♦t♦❝♦❧ ✾✻✸✸✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❖♥❝♦❧♦❣②✱ ✷✷✭✻✷✶s✮✱ s✉♣♣❧ ❀ ❛❜str ✼✵✶✾✳
❙tr❛✉ss✱ ●✳ ▼✳✱ ❍❡r♥❞♦♥✱ ❏✳ ❊✳✱ ▼❛❞❞❛✉s✱ ▼✳ ❛✳✱ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ❉✳ ❲✳✱ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❊✳ ❛✳✱
❍❛r♣♦❧❡✱ ❉✳ ❍✳✱ ●✐❧❧❡♥✇❛t❡r✱ ❍✳ ❍✳✱ ❲❛ts♦♥✱ ❉✳ ▼✳✱ ❙✉❣❛r❜❛❦❡r✱ ❉✳ ❏✳✱ ❙❝❤✐❧s❦②✱
❘✳ ▲✳✱ ❱♦❦❡s✱ ❊✳ ❊✳✱ ✫ ●r❡❡♥✱ ▼✳ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆❞❥✉✈❛♥t ♣❛❝❧✐t❛①❡❧ ♣❧✉s ❝❛r❜♦♣❧❛t✐♥
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ st❛❣❡ ■❇ ♥♦♥✲s♠❛❧❧✲❝❡❧❧ ❧✉♥❣ ❝❛♥❝❡r ✿ ❈❆▲●❇ ✾✻✸✸
✇✐t❤ t❤❡ ❈❛♥❝❡r ❛♥❞ ▲❡✉❦❡♠✐❛ ●r♦✉♣ ❇✱ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❚❤❡r❛♣② ❖♥❝♦❧♦❣② ●r♦✉♣✱ ❛♥❞
◆♦rt❤ ❈❡♥tr❛❧ ❈❛♥❝❡r ❚r❡❛t♠❡♥t ●r♦✉♣ ❙t✉❞② ●r♦✉♣s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❖♥❝♦❧♦❣② ✿
❖✣❝✐❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❖♥❝♦❧♦❣②✱ ✷✻✭✸✶✮✱ ✺✵✹✸✕✺✶✳
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❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ T0 = Tw/2 ♦✉ Tw/4✳
❆◆◆❊❳❊❙ ✽✺
❆♥♥❡①❡ ❇
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ♦✉ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❛✈❡❝ eβ = 2✳ ❉é❧❛✐
✐♥❝❧✉s✐♦♥ T0 = Tw/4 ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✶ ✭♦✉ ✵✮ ❡t T0 = Tw ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✵ ✭♦✉ ✶✮✳
✽✻ ❆◆◆❊❳❊❙
❆♥♥❡①❡ ❈
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❛✈❡❝ eβ = 2✳ P❛r❛♠ètr❡ γ =✶✱ ✶✳✺✱ ✷ ♦✉ ✸✳
❆◆◆❊❳❊❙ ✽✼
❆♥♥❡①❡ ❉ ✿ ❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡
▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ t❡st ✉s✉❡❧ ❞✉ ▲♦❣r❛♥❦ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ❝❡❧❧❡
❞✉ t❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝r♦ss✲♦✈❡r✳
▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ▲♦❣r❛♥❦ ❡st ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ s❝♦r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r U(0) ✭éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✺✮✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❡❥❡t ❞✉ t❡st ♣♦✉r ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ α r❡st❡ ✿
U2 (0)
var {U(0)} > x
2
1−α,
❛✈❡❝ x21−α ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ χ
2(1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❡st s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❍✶ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (β 6= 0) ✿
PH1
(
U2 (0)
var {U(0)} > x
2
1−α
)
.
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ U∗(βm) ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st U
2(0)
var{U(0)}
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r {U
∗(0)}2
W (0)
✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✉ t❡st ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ✿
PH1
(
{U∗(0)}2
W (0)
> x21−α
)
.
❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ {U
∗(0)}2
W (0)
s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ χ2 ❞é❝❡♥tré❡ ❞♦♥t ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧✐té c ❡st é❣❛❧ à Eβ
(
{U∗(0)}2
W (0)
)
q✉✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈r❛✐❡
✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β✱ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✵✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
PH1
(
{U∗(0)}2
W (0)
> x21−α
)
= P (Z > z1−α − c) + P (Z < −z1−α − c) ,
✽✽ ❆◆◆❊❳❊❙
❛✈❡❝ Z ∼ N(0, 1) ❡t z1−α ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬✉♥❡ N(0, 1)✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ✭❍❛❥❡❦ ❡t ❙✐❞❛❦✱ ✶✾✻✼✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❊❘❆✮ ❞✉ t❡st ❞✉ ▲♦❣r❛♥❦ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❝r♦ss✲
♦✈❡r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧❡ à ✿
ERA =
c2cross−over
c2paralle`le
,
❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞é✜♥✐❡s
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
 Title : Survival analysis with heterogeniety between subjects in clinical trials. 
Keywords : clinical trials, cross-over, Cox model, frailty, heterogeneity, omitted covariates, HIV 
prevention trials. 
Abstract : In survival analysis, some prognostic factors can be unobserved or unavailable. In 
randomized clinical trials framework where two treatment groups are compared in the Cox model 
setting, the omission of such factors in the model leads to an under-estimation in absolute value of 
the treatment effect. The aim of the project is to better understand the determinants of this bias 
and to suggest the use of methods that could reduce it, with a particular interest in HIV prevention 
trials where such factors are likely to exist.  
In a first step, the role of the main determinants of the bias is highlighted. While some of them 
have long been identified, others like trial duration have never been considered to our knowledge. 
The bias was calculated as the asymptotic limit of the maximum likelihood estimator of the 
treatment effect when the analysis is done following a proportional hazard model which no takes 
into account the frailty. The results show a clear increase of the bias in absolute value with the 
trial duration. This increase is especially marked with continuous frailty distributions, such as 
those which can be encountered in practice, compared to binary frailties. Also, some previous 
results have been confirmed.  
In a second step, a frailty depending on time is considered, as it can be encountered in HIV 
clinical trials including “unstable” population about infection risk, as prostitutes or young people 
in sub-Saharan Africa. These populations present a behavioral heterogeneity linked to the change 
of partner whose the HIV status is unknown. The bias is estimated using a transient frailty with a 
simulation study reflecting real-life situations. The results show that when the frailty is 
regenerated during the follow-up, the bias caused by its omission, although lower than the bias 
obtained with a time-independent frailty, stays significant and has to be considered.  
Finally, with a “stable” population whose the frailty can be supposed constant over time, the 
interest of the use of the “cross-over” is searched. In such trial, the subjects which have not 
presented the event after a given time of follow-up, change of treatment group. In HIV prevention 
trials framework, Auvert & al. (2011) have particularly shown a decrease of the bias with a cross-
over design comparatively to a parallel design, using a categorized frailty in a simulation study. 
Buyze & Goetghebeur (2011) have also shown the advantages of the cross-over, particularly 
about the relative efficiency of the comparison test of the two treatment groups, using gamma or 
log-normal frailty distributions. These results are specified calculating explicitly the asymptotic 
bias of the hazard ratio estimate for different possible distributions of the omitted frailty, 
continuous or categorized. The obtained results are clearly in favor of the cross-over, with a 
decrease of the bias between 60% et 90% and a significant improvement of the efficiency of the 
comparison test. The optimal switch time and its prognostic factors are searched. It appears that it 
essentially depends on the trial duration and the value of the treatment effect, and is little affected 
by the frailty distribution. 
 
 
 
 
 Titre : Analyse de Survie en présence d'hétérogénéité entre sujets dans les essais thérapeutiques. 
Mots clés : essais thérapeutiques, cross-over, modèle de Cox, fragilité, hétérogénéité, covariables 
oubliées, essais de prévention VIH. 
Résumé : Au cours des études de survie, certains facteurs ayant un rôle pronostique peuvent être 
inobservés ou indisponibles. Dans le cadre des essais cliniques randomisés où deux groupes de 
traitement sont comparés par un modèle de Cox, « l’oubli » de tels facteurs dans le modèle entraîne 
une sous-estimation en valeur absolue de l’effet du traitement. L’objectif de la thèse est de préciser 
le rôle de différents déterminants de ce biais et de suggérer l’utilisation de méthodes pouvant le 
réduire, avec un intérêt particulier pour les essais de prévention à l'infection VIH où de tels facteurs 
peuvent exister.  
L’effet des principaux facteurs pouvant influencer le biais est précisé dans une première partie de 
la thèse. Si certains facteurs sont connus de longue date, d’autres, comme la durée de l’essai n’ont, 
à notre connaissance, pas été étudiés. L’approche utilisée repose sur l’utilisation d’un « vrai » 
modèle de type à risques proportionnels. Dans ce modèle, l’effet des covariables « oubliées » est 
résumé par l’introduction dans l’expression du risque instantané d’un terme aléatoire de « fragilité 
» propre à chaque sujet. Le biais cherché est calculé comme la limite asymptotique, sous le modèle 
marginal correspondant au « vrai » modèle, du rapport des risques instantanés déduit du modèle de 
Cox n’incluant pas la fragilité. Les résultats montrent une nette augmentation du biais, en valeur 
absolue, avec la durée de l’essai. Cette augmentation est particulièrement marquée pour des 
distributions de fragilité continues comme celles pouvant être rencontrées en pratique, par rapport à 
des fragilités binaires. Par ailleurs, les résultats antérieurs de la littérature sont confirmés et 
précisés.  
Dans un second temps, les conséquences d’une variation de la fragilité au cours du temps sur le 
biais sont recherchées. Plus précisément, la situation envisagée est celle qui est rencontrée dans les 
essais de prévention contre le VIH effectués auprès de populations « instables » vis-à-vis du risque, 
comme les jeunes ou les prostituées en Afrique sub-saharienne. Ces populations montrent une 
hétérogénéité comportementale liée aux changements de partenaires sexuels dont le statut VIH est 
par ailleurs inconnu. Il s’agit d’évaluer le biais en présence d’une telle fragilité « intermittente » au 
moyen de simulations reflétant les situations réelles. Les résultats montrent que le biais dû à 
l’omission de la fragilité dans l’analyse, bien qu’inférieur au biais obtenu dans le cas d’une fragilité 
constante au cours du temps, peut demeurer non négligeable. 
Enfin, dans le cas d’une fragilité supposée constante au cours du temps, l’intérêt de l’utilisation 
d’un essai en « cross-over » est recherché. Dans un tel essai, les sujets exempts d’évènement après 
un temps de suivi donné changent de groupe de traitement. Dans le cadre des essais de prévention 
VIH, Auvert & al [2011] ont montré en particulier une diminution du biais avec un schéma en 
cross-over comparativement à un schéma parallèle classique, en utilisant une fragilité catégorielle 
dans une étude de simulation. Buyze & Goetghebeur [2011] ont également montré les avantages du 
cross-over, en particulier concernant l’efficacité relative d’un test de comparaison des deux 
groupes, en utilisant une fragilité de distribution gamma ou log-normale. Ces résultats sont précisés 
en calculant formellement le biais asymptotique dans l’estimation du risque relatif pour les 
différentes distributions possibles de la fragilité omise, continue ou catégorielle. Les résultats 
obtenus sont nettement en faveur du cross-over, avec une diminution du biais entre 60% et 90% et 
une amélioration de l’efficacité du test. Le temps de changement de groupe optimal est également 
recherché ainsi que les facteurs influant sur sa valeur. Il apparaît que celui-ci dépend 
essentiellement de la durée de l'essai, et est très peu affecté par la distribution de la fragilité ou la 
valeur de l'effet traitement.  
 
 
 
 
 
 
